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Prefata

Lucrarea se adreseaza studengilor din domeniul Inginerie
Electronica si Telecomunicarii, si poate fi folosita, i egala masura, de
studenyii din domeniile Ingineria Sistemelor, Inginerie Electrica, precum si
Calculatoare si Tehnologia Informariei, de la toate nivelurile de studii:
licenta, master §i doctorat.

Obiectivul lucrarii este prezentarea aspectelor de baza de modelare
si prelucrare statistica si informationala a semnalelor mai des intdlnite in
sistemele de comunicatii electronice, cu obiective de analiza, detectie,
estimare §i decizie in cadrul sistemelor de transmisiune. Din aceastd
perspectivd, lucrarea poate fi numitd echivalent , Detectie, estimare §i
decizie in prelucrarea semnalelor si informatiei”.

Prin continut si mod de abordare, lucrarea este o completare
necesara a disciplinei ,,Semnale si sisteme” din curricula ingineriei
electrice si electronice.

Capitolul 1 prezinta aspectele de baza privind analiza si sinteza
semnalelor aleatoare, ultima functie necesara in aplicatiile de laborator
pentru simulare numerica in diverse conditii de mediu.

Capitolul 2 abordeaza modelul de proces aleator pentru studiul
perturbariilor de pe canalele reale de transmisiune a informariei.

Capitolul 3 prezinta aspectele de baza privind descrierea canalor de
transmisiune, atdt din punct de vedere statistic cdt si din punct de vedere
informational.

Capitolul 4 este alocat problemei detecrsiei si deciziei asupra
semnalului emis, presupus cunoscut. Este abordata, mai intdi, problemetica
sistemelor binare si, apoi, problematica deciziei in cazul ipotezei multiple.

Capitolul 5 se adreseaza problemei estimarii, atdt in general, ca si
concepte, cat si in particular, prin folosirea unor relagii simple si recursive
pentru estimarea marimilor de interes.

Pentru cresterea caracterului pragmatic al lucrarii, s-au prezentat
atat codurile sursa ale unor programe folosite in simulare cdt si exemple
simple de calcul matematic. Modul de abordare a problematicii este unul
pragmatic, ingieres, cu multe exemple si exercitii simple pentru intelegerea
si aplicarea principiilor prezentate.

Galati, iulie 2016

Dorel Aiordachioaie
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Capitolul 1 — Introducere. Variabile aleatorii

Cuprins
Semnale aleatorii. Semnificarie fizica. Perturbayii
Descrierea semnalelor aleatorii continue
Valori medii statistice ale variabilelor aleatorii
Funcyii de distriburie des intdlnite in practica
Valoarea de vdrf a unui semnal aleatoriu
Distributia gaussiana bidimensionala
Funcrii de variabile aleatorii (transformari de variabile aleatorii)
Generarea numerica a semnalelor aleatorii
Concluzii

1.1. Semnale aleatorii. Semnificatie fizica. Perturbatii

in sistemele electrice se utilizeaza forme de unda de curent si
tensiune pentru achizitia, transmiterea si procesarea informatiei. Semnalele,
indiferent daca sunt de tensiune sau de curent, sunt functii de timp si fac
parte din una din clasele de baza: deterministe sau aleatorii.

Semnalele deterministe pot fi descrise prin functii matematice cu un
numar finit de parametri, cu variabila t - cu semnificatie de timp - ca
variabila independenta.

in contrast cu semnalele deterministe, un semnal aleatoriu are
intotdeauna cateva elemente de incertitudine, astfel incat nu este posibila
determinarea exacta a valorii la un moment dat de timp. Se mai spune ca
functia matematica ce descrie un semnal aleatoriu are un numar infinit de
parametri.

Exemple de semnale aleatorii sunt: semnalul audio transmis pe un
canal telefonic sau sarcina instantanee a unui sistem energetic. In aceste
exemple nu vom putea preciza cu exactitate, in avans, valoarea semnalului
aleatoriu. Vom putea insa sa descriem semnalul aleatoriu in functie de:

e proprietati medii, cum ar fi puterea medie a semnalului;

o distributia valorilor fata de medie (dispersia);

e probabilitatea ca semnalul aleatoriu sa depaseasca o anumita
valoare;

e probabilitatea ca semnalul aleatoriu sa ia valori intr-un anumit
interval.




Prelucrarea statistica si informationala a semnalelor

Exemplul 1 (sistem de comunicatie_binar): in fig. 1 s-a prezentat un
exemplu de forme de unda tipice dintr-un sistem de comunicatie binar, intre
un terminal si un calculator central, ca destinatar. Terminalul emite
simboluri binare, a(k), emitatorul transforma simbolurile binare in semnale
electrice (impulsuri) cu amplitudine +1 si durata T, capabile sa se propage
pe canalul de transmisiune. Forma de unda receptionata este distorsionata si
afectata de zgomotul de pe canal. Din semnalul receptionat, receptorul
trebuie sa extraga simbolurile transmise. Este usor de observat ca, daca
zgomotul de pe canal depaseste o anumita valoare, secventa binara extrasa
din semnalul receptionat poate sa contina erori. In legatura cu acest exemplu
tipic, trebuie rezolvate o serie de probleme:
1. Cum afecteaza zgomotul performantele receptorului de a reface
informatia binara din semnalul receptionat ?
2. Care este algoritmul de procesare cel mai indicat al semnalului
receptionat, pentru obtinerea unor performante de transmisie impuse (de
exemplu, erori minime de transmisie) ?

allo) 21 ¥(t) bk)

Terminal Ermitator Canal Eeceptor Destinatar

n('t)

=t
IUIIHIII 0|17

Fig. 1: Forme de unda in sistemele binare de transmisiune

Ecuatiile ce descriu functionarea sistemului sunt:

a(k)e X ={01} 1)

(t):{ s,(t)=1V daca a(k):l’ teft b, +T] @
So(t)=-1v daca a(k)=0

y(t)=x(t)+n(t) 3

10
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b(k)e X = {01} @)

Problema: estimeaza (determina) simbolurile receptionate din semnalul
receptionat

b(k)=a(k), Vn(t),vk=012,.. (5)

Exemplul 2 (radiodifuziune): in fig. 2 se prezinti un sistem de
transmisiune compus dintr-un emitator si mai multe receptoare, distribuite
aleatoriu in spatiul de receptie. Exemplul este tipic pentru sistemele de
radiodifuziune.

Amplitudinea si faza formelor de unda receptionate de fiecare
receptor vor depinde de distanta dintre emitator si receptor. Intrucat numarul
de receptoare este mare si este distribuit aleatoriu in spatiu, distanta dintre
emitator si receptor poate fi considerata ca o variabila aleatorie continua.
Intrucat atenuarea si faza sunt dependente de distanta, acestea vor fi - de
asemenea - variabile aleatorii, si se poate reprezenta multimea formelor de
unda receptionate printr-o functie de forma

Y (t) = A(t) - cos(L0®t + O(t))
unde A(t) si (t)sunt variabile aleatorii, reprezentand amplitudinea si faza
formelor de unda receptionate.

g
100 cos(10%2 + ) 100a; cos(10° ¢+ 85)
Eeceptor Eeceptor
#1 \ #2
- 100 cos(10% )

Emitator \

5
1003 cos(10% £+ 85) 100a4 cos(10% £ +8y)

Receptor Eeceptor
#3 #

Fig. 2: Exemplu de sistem de transmisiune (radiodifuziune)
11
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Pentru analiza sistemului de transmisiune trebuie considerate toate
semnalele de pe lantul de transmisiune:

- fie semnalul emis ca fiind un semnal sinusoidal cu modulatie in frecventa
(MF) cu semnal modulator s(t):

Xy (1) =100cos@z(1+-s(t))- f,)
- semnalul receptionat are un zgomot aditiv:

y(t) = Xe () + n(t) = 100+ n, (1)) - cos@z(L+-s(t))- f, +ng (1)) =
= A(t)-cos2z(1+-s(t))- f, +ng (1))

- semnalul demodulat contine si zgomot pe langa semnalul util:
s'(t) = s(t) + n(t)

- problema cea mai importanta este proiectarea receptorului (hardware si
software), astfel incat semnalul demodulat sa fie cat mai aproape de
semnalul modulator:

s'(t)—s(t) =n(t) > 0.

Exemplul 3 (SONAR): Sonarul *, ca si radarul, sunt tehnici folosite in
navigatia obiectelor mobile prin estimarea distantelor pana la diverse
obstacole si — eventual - a dimensiunilor si formelor obiectului detectat. In
fig. 3 se prezinta structura unei aplicatii sonar si forme de unda tipice pentru
semnalul emis si cel receptionat. Semnalul receptionat este constituit din
semnalul emis afectat de propagarea prin mediul de transmisiune, pe calea
de la emitator, reflector si receptor.

Problema detectiei obiectelor consta in problema detectiei ecoului in
semnalul receptionat. Putem considera doua ipoteze:

Ho : Nu exista ecou (obstacol);
H; : Exista ecou (obstacol).

in functie de zgomotul de pe canal, cele doui ipoteze pot fi
adevarate sau nu. Important este ca pentru fiecare ipoteza se pot asocia

! SONAR = SOund NAvigation & Ranging
12
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marimi numerice de tip probabilitate, adica putem calcula probabilitatile
celor doua ipoteze considerate: P(Ho) si, respectiv, P(Hs).

Raflectar il 2
Reverse
pa:ﬁa 1 xl (ﬁ)
ng;fz | Reflector
Reverse 72 &)
path 2
g (£
(a) () :
135
130 .
125 -
120 1 1 1 1 1 1 1
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 ~7000 8000 9000
135 132
i) v r(t) \
' 130
130 1
128w
125 1
126
120 124
0 500 1000 5000 5500 6000
Fig. 3: Semnale din cadrul unei aplicatii sonar
Perturbatii

in sistemele de comunicatii, zgomotul si distorsiunile introduse de
circuite si de canal sunt marimile cele mai importante ce creeaza probleme
sistemelor de comunicatii. Zgomotele electrice au — de obicei — 0 natura
aleatorie.

intelegem prin perturbatii semnalele efecte ale unor semnale din
sistem sau din afara acestuia, deterministe sau aleatorii, care afecteaza

13



Prelucrarea statistica si informationala a semnalelor

sistemul de comunicatii. Natura fizica de manifestare a perturbatiilor este un
semnal perturbator.

Perturbatiile introduse de semnalele deterministe pot fi generate de

interferente cu celelalte cai de comunicatii. Perturbatiile introduse de
zgomote sunt generate de sursele de zgomot de pe canalul de comunicatie.

Din punct de vedere fizic se pot evidentia mai multe tipuri de

zgomote:

1.

zgomotul acustic provine de la obiectele in miscare, vibratii (de
exemplu: masini, aer conditionat, ventilatoare, vocea umana din fundal,
ploaie, vant etc.);

zgomotul electromagnetic este prezent in toate frecventele, fiind generat
de dispozitivele care consuma sau transmit putere; in general, cu cat
tensiunea sau curentul sunt mai mari, cu atat zgomotul indus va fi mai
mare  (sursele comune de zgomot electromagnetic  sunt:
transformatoarele, emitatoarele radio-tv, telefoanele mobile, motoarele,
releele, lampile fluorescente);

zgomotul electrostatic este generat de prezenta tensiunii cu sau fara
circulatie de curent (surse comune de zgomot electrostatic sunt lampile
fluorescente);

zgomotele de canal (ecou, fading) sunt cauzate de caracteristicile ne-
ideale ale canalelor de transmisiune; semnalele cu frecvente radio, in
particular cele folosite in comunicatiile mobile, sunt sensibile la
caracteristicile de propagare (atenuare si intarzieri selective);

zgomotul de procesare: este zgomotul ce rezulta din erorile de procesare
la operatiile de discretizare (esantionare + cuantizare), deci la trecerea
de la valorile continue la cele discrete.

Din punctul de vedere al caracteristicilor in timp si frecventa,

zgomotele pot fi clasificate in cateva categorii:

1). Zgomotul alb este definit ca un semnal necorelat (esantioane necorelate)
cu putere egala la toate frecventele, asa cum s-a prezentat in fig. 4.

14
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Un zgomot care are aceeasi putere la toate frecventele, de la —inf la + inf,
are in mod necesar o putere infinita si este — deci — un concept teoretic. In
practica, se accepta ca fiind zgomot alb orice zgomot care are spectrul de
putere constant intr-o banda de frecventa, mai mare decat banda sistemului

de comunicatie. Acest caz mai este cunoscut si sub numele de_ zgomot cvasi-
alb.

2). Zgomotul colorat. Termenul de zgomot colorat se refera la orice
zgomot care nu are spectru de zgomot alb. De exemplu, zgomotul de audio
frecventa de la masini, zgomotul de calculator, vorbirea umana in
background zgomote colorate. Toate acestea au un spectru dominant in
partea de joasa frecventa. De asemenea, un zgomot alb ce traverseaza un
canal va fi modelat (“colorat”) de forma caracteristicii de frecventa a
canalului. Un exemplu se prezintd in fig. 5, pentru forma de unda si
densitatea spectrald de putere.

T R
L
ot L,
fif F"i,-'i\' ]
L]

)
Fi d ' T
Y ﬂ‘ T 7 7 L \

[ f m §

II|":"|l. vﬂ,}ll,lr - I _—

Magnitude dB

|
wn
|
|

Fiz

Frequency

(a) (b)
Fig. 5 : Zgomot colorat: a) evolutie in timp si (b) in frecventa

3). Zgomotul impulsiv consta din impulsuri de scurta durata, cauzat de
surse variate: zgomot de comutatie, caile auxiliare dintr-un sistem de
comunicatie, “clikurile” de la tastatura unui calculator.

in sistemele de comunicatii, zgomotul de tip impulsuri are o durata
mai mica decat durata unui simbol transmis (o0 perioada, cel mai des).
Zgomotul de tip impuls este localizat in timp si spatiu, ca aparitie, insa —
apoi — se propaga pe canal pana la locul de receptie. Ca atare, zgomotul
receptionat este dispersat in timp si este afectat de canal, sub o forma
echivalentd impusa de raspunsul canalului la zgomot.

Un caz particular il constituie zgomotul de tip impuls tranzitoriu
format dintr-un impuls initial, relativ scurt in timp, urmat de o oscilatie
amortizata de joasa frecventa, ca in fig. 6. Impulsul initial este dat de surse
externe sau de interferentele interne, in timp ce oscilatiile sunt date adesea

15



Prelucrarea statistica si informationala a semnalelor

de rezonanta sistemului de comunicatie excitat de impulsul initial, si poate
fi considerat ca raspuns al canalului la impulsul initial.

AiLm) |

i .ml l “.
|| Il;k “K\ o~ ;"F""'m ”“" ‘ 'I i M] I |I|'|l,.- |||

Fig. 6: Zgomot de tip impuls tranzitoriu

Aproape pentru toate dispozitivele electronice se pot intalni doua tipuri de
zgomote:

1. Zgomotul termic este generat de miscarile aleatorii ale particulelor
energizate de temperatura. Conceptul are radacinile in termodinamica si
este asociat cu miscarea libera a particulelor, miscare aleatorie
dependenta de temperatura. Zgomotul termic este de tip zgomot alb,
intrucat are densitatea spectrala de putere constanta cu frecventa.

2. Zgomotul de alice (Shot noise) este caracteristic dispozitivelor
electronice si este dat de miscarea aleatorie a electronilor dintr-un flux
de particule.

Diferenta dintre zgomotul termic si cel de alice se refera la faptul ca, in timp
ce zgomotul termic este dat de miscarea libera, nefortata, a electronilor,
zgomotul de alice este dat de miscarea directionata a acestora.

1.2. Descrierea semnalelor aleatorii continue

Semnalele aleatorii continue pot fi modelate prin variabile aleatorii
continue. Acestea au un numar infinit de valori. Pentru semnale aleatorii
continue se defineste functia de distributie cumulativa (sau functia de
repartitie a probabilitatii), definita ca probabilitatea ca semnalul sa ia o
valoare mai mica decat x:

P(X <x)=F,(x) (6)

16



Capitolul 1: Introducere. Variabile aleatorii

intrucat probabilitatea ca o variabila aleatorie X sa ia valori in
intervalul [x-¢, x+¢€] este

P(x—e< X <X+¢) (7

atunci functia densitate de probabilitate in punctul x, notata cu f(x), este

f(x)= lim JLHX—5<XSX+5):
e—>0
1 8)
lim —[P(X <x+e)-P(X <x—e)]=
£—>02¢

= lim JLF(x+e)—F(x—eﬂ:
£—02¢

dF(x)
dx

Precizarea valorii variabilei aleatorii X(t;) nu se poate face decét
probabilistic. Daca avem n realizari, deci n valori ale variabilei aleatorii, si
vrem sa determinam probabilitatea ca variabila aleatorie X sa aiba valoarea
mai mica decat un numar real, fie acesta x;, se poate proceda astfel: daca n;
din realizari au valori mai mici decat x; si n este numarul total de realizari,
atunci probabilitatea se calculeaza cu relatia:

IimL:P(X <) 9)

n-o N

Aceasta probabilitate se noteaza cu F(x)si se numeste functia de
repartisie (distribusie) a probabilitarii de ordinul intai sau - pe scurt -
functia de repartitie (distributie) de ordinul intai:

F1(x1)=P(X <x1) (10)

asa cum s-a reprezentat tipic in fig. 7. Functia de repartitie a probabilitatii
arata un aspect cumulativ si este — deci — o functie monoton crescatoare.
Este usor de observat ca functia de repartitie este o functie monoton
crescatoare si are valorile limita:

F(—0)=0 (11)
F(4o0)=1 (12)

asa cum se poate observa in fig. 7.
17



Prelucrarea statistica si informationala a semnalelor

Cele doua functii definte pand acum, functia de repartitie si functia
densitate de probabilitate, depind una de alta prin relatiile:

f(x)= < F(x) (13)

Fx)="_f(y)y. (14)

Se pot usor accepta, justifica si demonstra urmdtoarele proprietati ale
functiei densitate de probabilitate:

f(x)=0 (15)
Tf(x)dx:l (16)

—00

Probabilitatea ca o variabila aleatorie sa ia valori in intervalul [Xq, Xo] este:

P(x1=X <x2)=F(x2)-F(x1) (7)
si poate fi calculatd cu relatia
Xz
P(x1< X <x2)= [ f(y)dy (18)
X

egala cu aria cuprinsa intre curba f(X) si axa abciselor.

i+ Fe

—
=

1]
L 1 1 L L X

18



Capitolul 1: Introducere. Variabile aleatorii

Exercitiu: In cadrul unui proces de modelare statistici, se considera functia
densitate de probabilitate (fdp) a unui semnal aleatoriu cu expresia

£(x) = cX, O0<x<3
0, altfel

1). Sa se calculeze constanta C.

2). Sa se calculeaze probabilitatea ca semnalul sa ia valori in intervalul
[1,2].
3). Sé se calculeze functia de distributie a probabilitatii.

Solutie: 1). Se impune conditia ca aria de sub densitatea de probabilitate sa
fie 1:

—00

X8 _Cl9_0)=1-c=2/9,
0 2

2

2). Probabilitatea cautata este

2 1

2
:2 X | =5(4-1)=1/3=033.

P(l< X <2)= _[f(x)dx j%

3). Pentru intervalul [0,3], functia de distributie a probabilitatii este

X2 2 2 X X2
F(x) =J_Xoof(y)dy=13ydy=5-y7
0

cu forma finala

0 9

0, x<0

2

F(x) = % 0<x<3.
1,x>3
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1.3. Valori medii statistice ale variabilelor aleatorii
in practica se folosesc o serie de marimi importante in caracterizarea
variabilelor aleatorii, cum sunt valoarea medie statistica sau valoarea medie
sau valoarea asteptata:

1. Media variabilei aleatorii X este:

def 4+
m, =, = E{X}=X = [x-f(x)dx (19)
— o0
2. Valoarea patraticid medie:
def +©
x2=E{x2}= [x2- £ (x)dx (20)

3. Dispersia (varianta):

def —
oy = E{[X—ﬂx]2}=[x—y]2=5{xz—2x-ux+#i}= 1)

= E{X 2} 2B{X -, J+ Elu = X7 - 4

Radacina patrata din dispersie se numeste deviatie standard. Dispersia este
0 masura a imprastierii valorilor semnalului aleatoriu.

Inegalitatea lui Cebisev: Fie X o variabila aleatorie cu medie gz, si

dispersie ai . Pentru orice £ >0 este valabila inegalitatea

P(}X—Mm)gﬁ (22)

82
Daca se considera ¢ =k - o, atunci se obtine relatia

P(X — pte| 2k 0y )< (23)

1
k2
sau, echivalent,

20
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2
P([X—,ux|2k)£(|:—’2‘ (24)

relatie foarte utila In practicd pentru descrierea probabilisticd a valorilor
semnalului aleatoriu dintr-un interval simetric.

1.4. Functii de distributie des intalnite in practica

Se prezinta clasele cele mai importante de variabile aleatorii utilizate
in modelarea semnalelor aleatorii.

1. Distributia gaussiani (normali). in figura de mai jos se prezinta functia
de repartitie si densitatea de probabilitate pentru un semnal aleatoriu
Gaussian, cu diverse valori ale dispersiei.

Expresiile matematice utile sunt:

- functia densitate de probabilitate:

f(x)_#e_(X—ﬂ)z_ 1 e_(X—ﬂ)2 25)
27262 202 V2o 20'2

0.4

fix) Fix)

0.3
02 0.5

0.1

Fig. 8: Distributie normala (gaussiand): densitatea de probabilitate si functia de repartitie

- functia de repartitie a probabilitatii:

F(x):P(XSX)_If(y)dy (26)

2
el o
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Distributia normala se foloseste mult pentru ca aproximeaza o clasa
mare de distributii din practica, cum ar fi esantioanele zgomotului de
agitatie termica. In plus, in vederea modelarii zgomotului produs de mai
multe surse independente, se foloseste tot un model Gaussian, bazandu-ne
pe teorema limitd centrald ?. Al doilea motiv este ci functia densitate de
probabilitate are numai doi parametri: media si dispersia. Facand o
schimbare de variabila in expresia densitatii de probabilitate:

7= (27)

se obtine o variabild aleatorie gaussiana normata sau standard ce are media
zero si dispersia 1, ceea ce se evidentiaza prin notatia N(m,o?)=N(0,1).
Functia de repartitie a variabilei aleatorii standard este:

1 a7
F(a):P(X(t)Sa):Tﬂ e,z (28)

— 00

Prin scrierea X ~N(,u,02) se intelege ca variabila aleatorie X are
distributie normala cu parametrii dintre paranteze media u si dispersia o?).

2. Distributia_uniforma. In fig. 9 se prezinta o realizare, functia de
repartitie si functia densitate de probabilitate pentru un semnal cu distributie
uniforma, pe intervalul [0,1]. Densitatea de probabilitate a unei variabile
aleatorii cu distributie uniforma pe intervalul [a,b] este:
1
f(x)={b—a’
0, x<a six>b

a<x<b (29)

2 DACA sunt indeplinite conditiile: (1) Xy(t), Xp(?), ..., Xu(t) sunt variabile aleatorii
continue; (2) mediile acestora sunt zero; (3) variabilele aleatorii sunt independente si cu
aceeasi distributie; (4) nici o variabild aleatorie nu este dominanta, deci fiecare v.a. este

n
neglijabila fata de suma lor, ATUNCI variabila aleatorie: Y (t) = > X j(t) are, pentru n
i=1

2
mare, o densitate de probabilitate ce tinde la f(y) :;G—M. Mai mult, in

2.2
27 o o
practica este suficient sa considerdm ca suma are o distributie gaussiana si pentru numar

mic de termeni, de exemplu trei-patru termeni.
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Functia de repartitie are expresia:

1 dx=2"2 a<x<b
b—aa —a
F(x)=40, x<a (30)
1, x>b
Media si dipersia sunt:
2
_ a+b 2 _ (b_a)
X = OXTT (1)

O astfel de repartitie o are multimea esantioanelor semnalului de
televiziune.

i Functia de repartitie Densitatea de probabilitate
1 1 2

0.8 0.8 15

06 06
N :
0.2 05

04 04
O.QJ
t £ X

0 0 05 1 0 05 1
Fig. 9: Semnal aleatoriu cu distributie uniforma in intervalul [0,1].
3). Distributia Rayleigh. Undele radio reflectate de ionosfera au o

anvelopa ce respecta o distributie Rayleigh. De asemenea, si anvelopa
zgomotului de fluctuatii. Densitatea de probabilitate este

x2

f(x)=—e 202 x>0 (32)

o
unde o este un parametru cu semnificatie de dispersie. Valoarea medie
statistica este

X(t)=jx-f(x)dx:izj'x2e262dx=\/g-a (33)
0 o 0 2
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Dispersia statistica ®

o} - E{[xa)—mlz}{(x—%“zy w(x)dx

, (34)
0 X
:ijx3e_7f2dx: =l2-2 .50
o’y 2
Fig. 10: Densitati de probabilitate Rayleigh
4. Distributia exponentiala. Functia de repartitie a probabilitatii este
F(x)=1-e* (35)

unde A este un parametru numit rata schimbarii. Functia densitate de
probabilitate este

f(x):iF(x):ft-e*M,x>O (36)
dx
Media si varianta (dispersia) sunt

1 =E{X(t)j= 37)

1
A

¥ Pentru fdp se mai foloseste si notatia w(x).
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o2 =var{X (1)} = Efx(t) - uff }= = (38)

a2

Functiile densitate de probabilitate si de repartitie a probabilittii sunt
prezentate in fig. 11.

Fig. 11: Densitatea de probabilitate si functia de repartitie a distributiei exponentiale

5. Distributia Maxwell. Distributia lui Maxwell (sau Maxwell-Boltzmann)
reprezinta viteza moleculelor in echilibru termic. Pentru intervalul [0,<0)

functia de repartitie a probabilitatii este

x2

X X-e 2 |2
F(x)=erf - = (39)
J2.a a Vi
0.8 — 15
Jre) Frx)
06} _
a=1 1 a=1
04l
_a=2 sl J,‘};:E
02t i .
N al N . x
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5

Fig. 12: Densitatea de probabilitate si functia de repartitie a distributiei Maxwell

Functia densitate de probabilitate este
25
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x2

2.0 2a?
fx)=, 2 X (40)
z a
Media este
2
u= Za\/: (41)
T
si varianta
2(37 —
o2 _2'(37-8) 42)
T

Exercitii_propuse: 1). Sa se calculeze media si dispersia unui semnal
aleatoriu cu distributie Rayleigh.

2). Se considera o variabila aleatorie X cu densitatea de probabilitate

1/4, |¥<1
f(x)=41/8, 1<|x<3. Sise calculeaze media si dispersia.
0, |¥>3

1.5. Valoarea de varf a unui semnal aleatoriu

Semnalele aleatorii au valori pe intreaga axa reala. Se pune
problema de ordin practic de a calcula probabilitatea ca un semnal aleatoriu
sa depaseasca anumite valori, de prag, notate cu V,, in scopul protectiei la
perturbatii prin filtrare sau alte tehnici de compensare, asa cum se prezinta
in fig. 13.

X e

r"rwn'muruww'wunml'wwr"ww"nw"m‘\"n'm”

[}

i

a
Fig. 13: Comparatie intre valoarea efectiva si valoarea de varf a zgomotului
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in acest sens, se defineste valoarea de varf a unui semnal aleatoriu
X(t) ca fiind valoarea ce poate fi luatd cu o probabilitate impusa, de obicei
mica, de exemplu Py

Py =P(|X(t)>V)=0 (43)

In acest fel, neglijarea valorilor ce depasesc valoarea de varf nu va avea un
efect mare, intrucat probabilitatea de aparitie a acestora este foarte mica.
Ultima relatie se poate scrie mai departe astfel:

IV
Py =P(IX(t) >V)=1-P(X(t) <V)=1- [f(x)dx  (44)
-V

Particularizand pentru semnale aleatorii cu distributie normala N(0, ¢?), se
obtine:

|V | 2
1
- mﬂ p(z 2]dx=1—ﬁ |J;/|exp[262JdX(45)

intrucat dispersia o® a semnalului aleatoriu este egal cu puterea zgomotului
aleatoriu disipata pe o rezistenta unitara, se poate scrie:

v =1

o?=U% (46)
de unde rezulta relatia finala:
V] 2
PV =]1-— I exp X dx (47)
27U 2U 2
ef —|V| ef

De exemplu, considerand valoarea de prag de patru ori mai mare decat
valoarea sa efectiva, V=4U., rezulta o probabilitate Py = 0,000032. Deci
valoarea de varf a unui zgomot cu repartitie normala (sau apropiata de cea
normala) este de 4 ori mai mare decat valoarea sa efectiva, asa cum s-a
prezentat si in fig. 13.

In legituri cu valoarea de varf, problema poate fi formulati si
invers: sd se calculeze valoarea de varf impunandu-se o anumitad
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probabilitate. Solutia consta in folosirea relatiei generale (44) si rezolvarea
acestei ecuatii, insa cu necunoscuta V.

Functia de repartitie a probabilitatii F(x) se mai noteaza si cu @(x) si
se numeste functie de distributie cumulativa. O alta functie utilizata in
practica este

Fc(x) = P(X >x):1—F(x):Tf(u)du (48)

si are semnificatia de probabilitatea ca variabila aleatorie sa depaseasca o
anumita valoare, x. Fc(x) se numeste functie de repartitie cumulativa
complementara.

Functia de repartitie a variabilei aleatorii standard N(0,1) este:

72

F(a)=P(X(t)<a)= r i e—7

(49)
Integrala nu poate fi evaluatd decat pe cale numerica. Exista mai multe
solutii.

1). Folosirea unor valori tabelate ale functiei sau integralei Laplace pentru
valori pozitive ale argumentului:

a 22

Qa)=—— e~ 50z (50)
0

Ultima relatie corespunde unei probabilitati mai mici cu 0.5 a unei variabile
aleatorii cu distributie normala normate N(0,1). Valorile functiei de
repartitie normate, ca functie de Q, sunt:

F(@=P(X(t)<a)=05+Q(a), a=0 (51)
P(X(t)>a)=1-P(X(t)<a)=1-[05+Q(a)] =05-Q(a) (52)

F(-a)=1-F(a) (53)
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asa cum se reprezinta si in fig. 14. Se va tine seama ca, in cazul unei
variabile aleatorii ce nu este normata, deci cu media ux si dipersia o ,
trebuie considerata relatia:

P(X(t)ﬁa):0.5+Q(a_'uxJ (54)
o X

POC()<a) )

0 a -a []. l =
Fig. 14: Calculul probabilitatilor cu functia Q(a)

2). A doua solutie consti in folosirea funcriei eroare. In mediul de simulare
Matlab exista functia *:

erf(x):%je—tzdt:%je—‘zdt (55)
T %

si corespunde unei valori cu 0.5 mai mare decat a unei distributii Gausiene

cu medie zero si varianta (dispersie) o? =1/2. Ceea ce trebuie facut pentru
a folosi functia (50), este o schimbare de variabila convenabila. Legatura
dintre functiile Q(a) si erf(a) este:

erf(a/~/2)

Q(a)= >

(56)

3). A treia solutie consta in folosirea unei aproximari pentru Fc(x) de forma:

* Mediul Matlab mai are disponibila si functia eroare complementard:

erfc(x) = -t? dt=1-erf(x)

2 o0
=2
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Fe(x) = \/% X-eT (57)

ce realizeaza o aproximare foarte buna ® pentru x > 2 si acceptabila pentru
x>1 (cca. 0.1), asa cum se poate observa in fig. 15.

scara liniara pe y . scara log. pe y

Fe(x) si Fcest(x))

10

107

Fig. 15: Aproximarea functiei de distributie complementara cu relatia (46)

4). A patra solutie constd in aproximarea integralei cu o suma finita, dupa
relatia:

1oa 22 qoa i)
Fla)=P(X()sa)=—= [ " pdz==De 5 (59

unde T, este pasul de esantionare, cu valori intre 0.01 si 0.001. Numarul de
termeni N din ultima suma trebuie sa fie cat mai mare posibil, de exemplu
50-100.

Exemplul 1: Tensiunea X a unui generator de zgomot este o variabila
aleatorie normala standard. Sa se calculeze probabilitatea ca tensiunea
generatorului sa ia valori mai mari de 2,3 V si probabilitatea ca sa ia valori
in intervalul [1; 2,3].

Solutie: Folosind functia Q obtinem:

P(X(t) > 2,3) = 05— Q(2.3) = 05— 048928 = 0.01072 = 0.011

® vezi (Kay, 1998)
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23
P(1< X(t)<23)= [ f(x)dx=Q(23)-Q(1) =048928-034134= 0148

1

Folosind functia eroare erf(x) se obtine:

2

P(X(t)>23) = if (x)dx = %iexzdx

Folosind schimbarea de variabild x/+/2 =t se obtine

PX(1)>23) == et V2dt=—2 [etdt=12 [et qt=
N 2
27 93142 7 163 7 163
= % -erfc(1.63) = 0.0106
2.3 L 23 e . 2.3/+2
P(1< X(t)<23)= jf(x)dx:E | e’?dx:E [eVadt =
1 1 1/2
1.631
:%-i Ie*‘zdt:1-[erf(1.631)—erf(0.707)]:
7 0.707
1

=5 (0.9789-0.6826) = 0.1482

Folosind a treia solutie, prin aproximarea functiei Fc, putem scrie

t2 x2
l o0 1 -
P(X(t)>23)=Fc(23)=—— [e 2dtz e 2 =0.0123
(X® ) 23 N2 2".’3 N2 - X
X=2.3
12 232
L o2 1 oy

PL< X (t) <2,3) = Fe(l) - Fe(2.3) = e 2 -——e¢ =
(1< X() <2,3) = Fe() - Fe(2.3) o 1 oy 23
=0.2420-0.0123=0.2297
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Exemplul 2: Tensiunea X a unui generator de zgomot este o variabila
aleatorie normala cu medie 0.1 si dispersie 0.01. Sa se calculeze valoarea de
varf Vv pentru o probabilitate Pv=0.01.

Solutie: Ecuatia ce trebuie rezolvata este

Py = P(X ()] >W)=1- l\?/]‘l (x)dx =0.01
—|W]|
o 2 e
m_\j/j dx =0.99 saumge 01 dx =0.99
~0.1

Se face schimbarea de variabila , dx=0.1J2-du. Se obtine

X —_—
0.1-/2

Vv-0.1
0142 o _
& [ e du—>erf(vV O'1j+erf[ij:0.99
142 J2

27 1

V2

Folosind un program simplu®, se obtine solutia Vv =0.1211 V

1.6. Densitatea de probabilitate bidimensionala

Exista dese situatii in practica cand valorile instantanee ale unui
semnal X(t) de la intrarea unui canal de transmisiune au fdp gaussiana.
Semnalul de la iesirea canalului liniar, Y(t), are de asemenea distributie
gaussiand. Suntem interesati de ambele amplitudini ale semnalelor de la
intrarea si de la iesirea canalului. Situatia este descrisa de o functie densitate
de probabilitate bidimensionala a unui semnal Z(t) cu doua variabile de
forma:

1 _ z
f(x,y)= g 217 (59)
20,0 ,y1- p?

unde

®dv=1e-4; Vv=0; V1= ..; V2
end;
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Z:(M]2+(y—ﬂyjz_ZP(X—ﬂx)(y—ﬂy) (60)

o, 0,0,

si
EdX(t)- Y(t)-
p=p, = Jl( (1) O-/szg( ) :uy)}:;z (61)

este coeficientul de intercorelatie. De observat ca sunt valabile relatiile:

)= [ f(xy)dy si f(y)= [ i (xy)dx (62)

Se pot defini si functiile densitate de probabilitate conditionata, de forma :
frr (X,¥)

f X,y)=-2"27 63

ax(0y) =20 (63)
frr (X,¥)

f x,y)=—x2r/ 64

v (xy)= =0 (64)

Exemplul 1: Fie doua semnale aleatorii continue cu fdp gaussiana si

parametrii N(,u,az) de forma (1; 0.9) si, respectiv, (-1, 1.5). Se considera
doua cazuri. Semnalele sunt corelate cu un coeficient de corelatie p = 0.1 si
p =0.5. Densitatile de probabilitate in spatiul 2D cat si proiectiile verticale
ale acestora sunt prezentate in figura de mai jos.

O masura simpla a corelatiei liniare dintre doud variabile aleatorii este data
de coeficientul de corelatie:

_CovV(X.Y) _ E{(X —ﬂx)(Y _ﬂy)}

Xy

(65)

o, 0, o, 0,
Acesta este o masurd a dependentei liniare a douad variabile, cu valori intre -
1si1. Daca 0 <py <1, atunci semnalele X(t) si Y(t) sunt dependente intr-0
maniera liniard, de exemplu Y= aX + b, unde a si b sunt constante. Daca
pxy= 0 nu existd relatie liniard intre X s1 Y. Astfel, chiar daca coeficientul de
corelatie este zero, intre X si Y poate sa existe o relatie neliniara (vezi
exemplul urmator, unde X(t) este uniform distribuit in intervalul [-1,1] si
YO=X(1)°).
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M([1,-1],[0.8,0.9], tho = 0.1 N{[1,-1], [0.9,0.5], tha=0.9

g  fdp unidimensionala; fdp unidimensionala

Proiectia pe x Proiectia pe x
Proeictia pe y || Progictia pe ¥ ||

Exemplul 2: Sa se calculeze si sa se reprezinte grafic dependenta
variabilelor aleatorii X si Y, cu diferite valori ale coeficientului de corelatie.

Se considera codul Matlab de mai jos pentru generarea unor semnale
aleatorii si vizualizarea calitativa a dependentei dintre acestea.

a=2;b=3; % parametri

X =randn(1,N); % semnal aleatoriu cu distributie gaussiana
Yl=a*X+b; % dep. liniara intre X 5i Y1: ro_xyl = 1.00
Y2 =randn(1,N); % independente: ro_xy2 = 0.02
Y3=X+Y2 % Y3 parrial dep. de X: ro_xy3 = 0.69
Y4 =X"2 % Y4 depinde neliniar de X: ro_xy4 = -0.037
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10 — - 4=
Ti=a*X+b T2 =randn(1 N);
o 2 RTINS
5 + .’a*’k"ﬂ *
= S * %,
0 A
+
+
¢ 2 T3
: X=randn(1:_\}] 4 H=randn(1,N)
-4 2 0 2 4 -4 -2 0 2 4
X X
4 6= -
Y3I=X+T12 o T4=X"2
. B
2 LI 2’ #’ :
#{;W by 4 + :
-
gz U '-ﬂ-.g 1 g + -
#, . * f
. ’%} L 2
-2 - %
0\' + ¥
4 0 { =randn(1 N);
-4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4
X X

1.7. Functii de variabile aleatorii
1.7.1. Functii de o variabila

Fie problema determinarii functiei densitate de probabilitate a
variabilei aleatorii Y, unde Y este o functie de X, Y=g(X). Variabila X are
densitatea de probabilitate fx(x) cunoscuta. Se presupune ca functia g(.) este
monoton crescatoare si diferentiabila, asa cum se arata in fig. 16.a.

Pe baza fig. 16, se poate scrie ca functia distributie a variabilei Y este
F(y)=P(Y <y)=P[X <x=g7(y)] (66)

Intrucat se cunoaste functia densitate a lui X se poate scrie ca
g7(y)

F(y)= [ fi(x)dx (67)

Prin diferentierea ultimei relatii se obtine
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f(y)= fx[g-l(y)]-diy[g-l(y)] (68)

N

Fig. 16: Functii densitate de probabilitate g(x)

Daca functia g ar fi fost monoton descrescatoare am fi avut

F(y)= [ f(x)dx (69)
g7(y)
si, in mod consecvent,
() ==felg 5 lo )] (70)

<0

Combinand ambele rezultate (3) si (5), functia densitate a lui Y este
-1 d -1
fy(y)=|fy g (y)]-{d—y[g (y)]} (71)

Rezultatul poate fi generalizat pentru cazul in care functia g(x) are mai
multe radacini reale Xxi, Xa,....Xn,... ca in fig. 16.b.. Functia densitate a
variabilei aleatorii Y=g(X), stiindu-se densitatea de probabilitate a variabilei
X, este
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flyye 00 B06) B0 K)oy
! 9 () (o) g (%) ]9 (%,)

Rezultatul este cunoscut sub numele de teorema fundamentald. Un caz
particular este pentru Y=aX+b. Ecuatia in X, y=g(x)=ax+b, are

radacina Xq = (y - b)/ a. Derivata functiei g(x) este constanta a. Rezulta

f(y)= fx(xl)ﬁfx(y—‘bj (73)

a

Exemplu_": Sa se determine functia densitate de probabilitate a variabilei
aleatorii Y, unde Y =g(X):a-X2, cunoscand parametrul a pozitiv si
densitatea de probabilitate a variabilei X, fyx (X).

Solutie: Relatia de aplicare a teoremei fundamentale este

fx (x1) | fx (x2)

> f _
Y= 1000 TTo00)

R T unde
g'(x) = 2ax

i X =—yyla, X, =,/yla
% L g'(x) = 2ax = —2a,[y/a = -2/ay

g'(xp) = 2ax, = 2a/y/a = 2,/ay

Rezulta

f (y): fX (_Vy/a)+ fX (Vy/a)
Y 2.Jay 2.Jay

Se poate aplica si metoda bazata pe definitia functiei densitate de
probabilitate. Se calculeaza, mai intai, functia de ditributie a probabilitatii:

" Din (Barkat, 2005), pag. 51.
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R (Y)=PY <y)=P(x <X <x5)=P(X <xp)-P(X <x)=
y y y y
=P X < X |=P| X <= |2 [=Fx| | |-Fx| ==
SROR DR R
Prin diferentierea relatiei anterioare obtinem

e sl )

y>0

1.7.2. Functii de doua variabile

Fie variabila aleatorie Z =g(X,Y). Se cunoaste densitatea de
probabilitate compusa fyy (X, y) = fx (x)- fy (y), intrucét se presupune ca

X si Y sunt independente. Daca Z = X +Y , functia densitate a lui Z este
convolutia functiilor densitate a lui X si Y:

(2)= [, (0@ f,(¥) = [ T (2= y,y)dy =

} (74)
[fx(z=y)-f,(y)-dy
Daca Z = X —Y functia densitate a lui Z este:
fo(2)= [ fo (z+y.y)dy= [ f(z+y) f,(y)dy=
- - (75)

fo(x)- f, (x—12z)dx

Expresii ale functiilor de distributie si de densitate de probabilitate se pot
gasi, de exemplu, in (Barkat, 2005), si pentru alte cazuri, cum sunt
Z=X-YsiZ=X/Y.
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1.8. Generarea numerica a semnalelor aleatorii

Semnalele aleatorii sunt reprezentate numeric prin esantioane, cu
valori numere aleatorii. In plus, numerele aleatorii sunt necesare pentru
simularea efectului zgomotului asupra semnalelor utile si se poate studia
efectul acestora asupra sistemelor de comunicatii, evaluand performantele
acestor sisteme in prezenta zgomotului.

1.8.1. Generarea distributiei uniforme

in practica simularilor numerice (pe calculatoare), se utilizeaza
functii predefinite pentru generarea numerelor aleatorii. Distributia de baza
este distributia uniforma. De exemplu, un generator de numere aleatorii
uniform distribuite va genera valori ale variabilei A in intervalul [0,1].
Functia densitate de probabilitate uniforma si functia de repartitie a
probabilitatii sunt prezentate in fig. 17. Media variabilei A este 0.5.

Jd) | f®
1
i
R — A 1 o 1 g
7 2 3
{a) (al
Fid) F(B)
! 1
L A
) 1 . R B
{b) 2 7 (b)

Fig. 17: Densitatea de probabilitate si functia de repartitie a probabilitatii
distributiei uniforme

Unul dintre algoritmii  simpli este algoritmul multiplicativ
congruential bazat pe 3 parametri si o valoare initiala, xo, numita seed, dupa
relatia:

x(k +1)=(a-x(k)+c)mod m (76)

unde “mod m” inseamna restul dupa impartire la m. Se genereaza numere in
intervalul (1, m-1), iar perioada este (m-1). Ca valori uzuale se pot folosi a =
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65539, ¢ = 0, si m = 231, Alte metode se pot gasi in referintele de specialitate
(Random papers generation, 2010) sau (Moler, 2010).

Programul Matlab de generare a distributiei uniforme este prezentat
in Anexa 1.
Daca se doreste generarea unui zgomot distribuit uniform in intervalul
(b,b+1), se poate adauga la valoarea A valoarea deplasarii b. Se obtine astfel
o0 valoare medie:

E{B}=E{A+b}=E{A}+b=05+b (77)
Dacd b = -0.5, atunci variabila aleatorie B este distribuita uniform in

intervalul (-0.5; 0.5). Functiile densitate si repartitie de probabilitate sunt
prezentate in fig. 17.

1.8.2. Generarea unei distributii oarecare
O variabila aleatorie uniform distribuita in domeniul (0,1) poate fi
utilizata la generarea variabilelor aleatorii cu alte functii de distributie a

probabilitatii. De exemplu, presupunem ca dorim generarea unei variabile
aleatorii Y cu functia de distributie a probabilitatii Fy(y) din fig. 18.a.

2

LS}

Fiy

I Fiy)=x F
= F-{x) 0 (b) 2
/ x=F))
. " F(y"l

y oo 1

(a)

t

XY R EE

(c)

Fig. 18: Densitatea de probabilitate si functia de repartitie
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intrucat domeniul de variatie al functiei F(X) este intervalul (0,1), se
genereaza mai intai o variabila uniform distribuita X in intervalul (0,1).
Apoi, se impune conditia

Fv(y)=X (78)

sl se obtine:
y = F*(x) (79)

ce constituie o noua variabila Y cu densitatea de probabilitate F(y).

Exemplu: Sa se genereze o variabila aleatorie Y cu pdf liniara ca in fig. 18.b
Cu expresia

y/2, 0<y<2

fry)= {o, altfel

Solutie: Functia de distributie a probabilitatii variabilei Y este

0, y=0

y 2
Fe(y)= [fy(Qdx=1y?/a, 0<y<2
% 1, y>2

si este prezentata in fig. 18.c. Se genereaza o variabila aleatorie uniform
distribuita X . Conditia ca F(y)=x este

2
R ()= =x

Solutia ecuatiei in y este

y =2Vx

sl constituie ecuatia de definire a valorilor v.a. Y in functie de valorile
variabilei aleatorii X, pentru intervalul (0,2].

1.8.3. Generarea distributiei gaussiene

in exemplul anterior, functia inversa a fost simplu de calculat, ceea
ce nu este cazul intotdeauna, ca in exemplul generarii functiei de distributie
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gaussiene. Se prezinta o metoda de generare a doua variabile aleatorii cu
distributie gaussiana, variabile independente statistic, notate cu C si D.
Functia densitate de probabilitate a distributiei gaussiene cu medie

P (80)
202

zero si dispersie o’ este:

f(y)=

1
\ 2762

Functia de repartitie a probabilitatii este
Y
Fy(y)= [, (x)dx (81)

Integrala de mai sus nu poate fi exprimata in termeni de functii
simple si, astfel, stabilirea inversei este dificila. Una din solutii este
prezentata in continuare.

Metoda face apel la o variabila aleatorie R cu distributie Rayleigh cu functia
de distributie

0, r<0

F(r)= r2 (82)

2
1-e 20° r>0
unde parametrul o2 are semnificatie de dispersie (varianta). Considerand si

o v.a. cu distributie uniforma ©® pe intervalul (0,27), sunt valabile
urmatoarele relatii pentru variabilele cu distributie gaussiana:

C =Rcos® (83)
D =Rsin® (84)

Intrucat F(r) este usor de inversat obtinem:

)
F(r)=1—exp ——— |[=A (85)
202
si
R =./202In[L/(1- A)] (86)
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unde A este uniform distribuita in intervalul (0,1). Se genereaza apoi 0 a
doua variabila aleatorie uniform distribuita B si se defineste

®=2-7-B (87)

Se obtin astfel doua variabile aleatorii gaussiene independente statistic, C si
D. Aceste variabile au media zero si varianta o?. Daca se doreste 0
variabila gaussiand cu medie nenuld, atunci se adauga media dorita la
variabila respectiva. Pseudocodul pentru generarea unei v.a. gaussiene este
atunci:

PROGRAM Generare v.a. continua cu distributie gaussiana, Y:

# 1: Date initiale: media u, dispersia o2, numarul de valori N.

# 2: Genereaza v.a. cu distributie uniforma, X, in intervalul [0,1];

# 3: Genereaza v.a. cu distributie uniforma, ® , in intervalul [0,27];

# 4. Calculeaza valorile v.a. cu distributie Rayleigh:

R=y2Inl/1- X)|;

# 5: Calculeaza valorile v.a. cu distributie gaussiana in (0,1):
Y=R-c0s®;si Y =R-sin®;

# 6: Actualizare medie: Y =Y + u.

# 7: Actualizare dispersie: Y =Y *sqrt(o?) .

END.

Un exemplu de cod Matlab pentru generarea variabilelor aleatorii cu diverse
distributii este prezentat in Anexa 1.

Exercitii propuse:

1). Se da semnalul aleatoriu X(t) caracterizat de variabila aleatorie X cu
a+f-x?, 0<x<1
0, in rest '
calculeze parametrii o si pB. Sa se calculeze valoarea patratica medie
E{X } si dispersia o'% .

(Rezultate: o =1/3; =2, E{X 2} =0.51%, a>2( =0.667)

media X =E{X}=2/3 si f.d.p. f(x):{ Si se
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2). Daca X ~ N(y,az), sa se demonstreze relatia P(X > y) = Fc(y_—ﬂj,
(o)

unde Fc este functia de distributie cumulativi complementardi a
probabilitatii.

3). Tensiunea X a unui generator de zgomot este o variabila aleatorie

normald, cu media usi dispersia o?. Sa se calculeze probabilitatea ca

tensiunea generatorului sa ia valori mai mari de 1 'V si probabilitatea ca sa
ia valori in intervalul [2.1; 2,5].

4) Tensiunea X a unui generator de zgomot este o variabila aleatorie

normala cu medie u si dispersie o2 . Sa se calculeze valoarea de varf Vv
pentru o probabilitate Pv=0.1.

Concluzii

in sistemele de comunicatii, semnalele utile, cele emise de emitator,
sunt perturbate (afectate) de diverse surse de zgomot de pe lantul (calea) de
comunicatie (transmisiune).

Sursele de zgomot isi manifesta prezenta prin semnale aleatorii, de
natura continua sau discreta (in amplitudine, deci ca valori).

Modelul matematic cel mai simplu pentru un semnal aleatoriu este
acoperit de variabila aleatorie, in timp continuu sau discret.

Variabilele aleatorii sunt descrise de functia de distributie a
probabilitatii si de functia densitate de probabilitate. Cele doud functii nu
sunt independente.

Marimile probabilistice cele mai importante in descrierea unei

variabile aleatorii sunt: media statistici 4, valoarea patratica medie X si

dispersia (varianta) (asociata cu puterea componentei alternative) o2.

Cele mai intalnite si des folosite distributii de probabilitate sunt:
uniforma, gaussiana, Rayleigh si exponentiala.
S-a discutat despre valoarea de varf a unui semnal aleatoriu si s-au prezentat
metode de calcul numeric a acesteia. Valoarea de varf este o marime
relativa, in sensul ca este asociata unei probabilitati. Schimband
probabilitatea impusa se schimba si valoarea de varf.

S-au prezentat metode de generare a secventelor aleatorii cu
distributie uniforma, gaussiana si oarecare. Secventa de plecare are
distributie uniforma.
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Larga utilizare a distributiei gaussiene are la baza:

e existenta multor fenomene fizice cu aceasta distributie;

e procesele ne-gaussiene se pot aproxima printr-o combinatie ponderata
de procese gaussiene cu medii si variante adecvate;

e suma unor procese aleatorii independente are o distributie gaussiana;

e forma matematica simpla, cu numai doi parametri (media si dispersia);

e orice transformare liniara a unui proces Gaussian este tot un proces
Gaussian.

Mai multe detalii si formalisme superioare de analiza si reprezentare
se pot gasi in referintele (Davenport and Root, 1987), (Desurvire, 2006),
(Gardner, 1989), (Grintead and Snell, 2000), (Miller and Childers, 2004)
sau ((Mihoc si Micu, 1980).
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Cuprins
Procese aleatorii. Introducere
Descrierea procelor aleatorii continue
Valori medii statistice
Valori medii temporale
Stagionaritatea proceselor aleatorii
Starionaritate in sens strict (SSS)
Stagionaritate in sens larg (SSL)
Corelaria proceselor aleatorii in sens larg
Aplicayii:
Estimarea timpului de intdrziere a unui canal
Estimarea functiei pondere a unui canal
Densitatea spectrala de putere a proceselor aleatorii SSL
Proprietarile funcriei densitate spectrala de putere
Ergodicitatea proceselor aleatorii
Clasificarea proceselor aleatorii dupa banda de frecvensa ocupata
Calculul puterii intr-o banda de frecvensa
Calculul benzii efective si a benzii medii patratice
Descrierea perturbariilor de banda larga
Descrierea perturbayiilor de banda ingusta
Procesele aleatorii discrete in timp (secvenye aleatorii)
Calculul mediilor temporale ale unei secvenze aleatorii
Funcria de autocorelarie a secvengelor binare aleatorii
Densitatea spectrala de putere a secvengelor binare aleatorii
Secvenye binare pseudo-aleatorii periodice
Expresii practice pentru estimarea momentelor secvengelor
aleatorii
Concluzii

2.1. Procese aleatorii. Introducere

Modelul probabilistic general utilizat pentru caracterizarea
semnalului aleatoriu din sistemele de transmisiune a informatiei este numit
proces aleatoriu, intalnit si sub numele de proces stochastic sau serie de

timp.

46



Capitolul 2: Procese aleatorii

Se va utiliza procesul aleatoriu ca un model pentru caracterizarea
unei multimi de semnale, asa cum se prezinta in fig. 1. Din punct de vedere
matematic, un proces aleatoriu este o functie de doua variabile:

X(kt)=xK)(t):T >V, k=12,.N (88)

unde k ia valori in spatiul esantioanelor (al realizarilor) si t T ia valori pe
axa reala a timpului. Atat T, cat si V pot fi intervale continue sau multimi de
elemente. Pentru orice valoare particulara a timpului t = t,

X(k,tl)zx(k)(t]) este o variabila aleatorie definita pe multimea

numerelor k, asa cum se sugereaza in fig. 1. x®(t) se numeste o_realizare
particulara, realizarea k, a procesului X(t) sau o reprezentare a procesului
X(t).

- (% 1
() 07\ o Y

Fig. 1: Realizari ale procesului aleatoriu X(t), X(k,H)=X®(t). Reprezentare 1D

— < ‘ Xt ke+i) ’ ‘
“b J
‘ J fHmp
A\

forle daeld
realizari

Fig. 2: Realizari ale procesului aleatoriu X(t), X(k,t)=X®(t); Reprezentare 2D
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Realizarile particulare pot fi definite pentru momente de timp
discrete ty, to, ..., #n, caz in care se numesc serii (secvente) aleatorii de timp
sau serii (secvente) aleatorii, sau pentru 0 multime continua de valori ale lui
t, caz in care se numeste proces aleatoriu. Denumirile de “continuu” sau
“discret” se refera la natura valorilor amplitudinilor lui X(t), in timp ce
“proces” sau “secventa’” sunt utilizate pentru a specifica timpul continuu sau
discret.

Pentru un moment dat de timp t=t;, prin masurarea valorilor tuturor
realizarilor particulare 1,2,...,n, se obtine o multime de esantioane {Xx;,
i=1,2,..,n}. Aceasta multime constituie valorile variabilei aleatorii notata cu
X(ta).

Procesele aleatorii se noteaza cu litere romane majuscule sau cu
litere grecesti minuscule. Valorile variabilelor aleatorii se noteaza cu litere
mici.

Tabel 1 - Clasificarea proceselor aleatorii dupa codomeniul variabilelor X si t

X() \ t Continuu Discret
Proces aleatoriu continuu Serie (secventd) aleatorie continud
1
X "= o
08} 08}
L 06} 06}
Continua
04r 04t
0zt 0.2+ T T
. 0 ? il
00 5 10 0 T :ZT kT
Proces aleatoriu discret Serie (secventi) aleatorie discreti
1 .
) )
L Sk — — — — L e
. . 53 L - — 4 — =€ — 4
Discretd
52 - — — 4 [ —
B S‘l - T - - —+ —_ —
Lt
s O il QL
OU 5 10 o T 2T kT

Exemplul 1: Un exemplu® din telecomunicatii este de forma urmatoare:
zgomotul de pe fiecare linie telefonica variaza in timp si poate fi notat cu
X®(t), unde t este variabila timp si k indici numarul liniei. Colectia

& Din (Vaseghi, 2000).
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(multimea) de zgomote de pe diferite linii k= 1,2,..., N formeaza ansamblul
(sau spatiul) procesului zgomot, notat cu X(t) = {X (k)(t), k =L2,...}.

Exemplul 2: Fie procesul aleatoriu X (t) = A-cos(wpt + ®) , unde ® este o
variabila aleatorie cu distributie uniforma in intervalul (0,27). In figura

urmatoare Se prezinta trei realizari ale procesului aleatoriu X(t), acestea
corespunzand valorilor 0, /4 si 3n/4 ale fazei initiale.

Trei realizari ale procesului aleatar A7)
X(f) T T T T T T T T T

(<)
(1) X S 3)@/_,},“
: v

(£) AT
s

—

A

Functii esantion (realizari) ale procesului aleatoriu X(t)

2.2. Descrierea proceselor aleatorii continue

Pentru orice moment de timp t =t; fixat, procesul aleatoriu devine o

variabila aleatorie. Ca urmare, procesul aleatoriu poate fi descris prin
functia de repartitie (distributie) a probabilitatii de ordinul intai :

F1(x:ty)=P(X(t,) < x,) (89),

iar densitatea de probabilitate se defineste ca derivata partiala a functiei de
distributie in raport cu x:

f1(xt1) =§F1(X;t1) (90)

Produsul fi(xq,t1)-dx; este probabilitatea ca procesul aleatoriu X(t) sa

treaca — la momentul de timp t; - prin vecinatatea dx; a ordonatei X3, ca in
fig. 3. Reprezentarea grafica sau expresia analitica a densitatii de

probabilitate f,(x,,t;)se numeste lege de repartitie de ordinul intai.
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- el
=n
-

4

Fig. 3: Interpretarea produsului f1(Xq,t1)- dxq
O functie densitate de probabilitate bidimensionala
fX(tl)X(tz)(Xl’XZ): fZ(Xl’XZ;tl!tz) (91)

descrie probabilitatea ca esantioanele procesului la momentele de timp t; si
t, sa ia valorile x; si, respectiv, x,, dupa relatia:

f,(% Xyt 0 )dx dx, =dF, (X ;X,;t,t, ) =
FZ(Xl +dxl;xz +dx2;t11t2 )— Fz(xl;xz;tptz )= (92)
P(x, < X(t,)<x +dx;;x, < X(t,)< X, +dx,)

Generalizare: Din densitatea de probabilitate de ordinul intai se poate
deduce numai probabilitatea ca procesul aleatoriu sa treaca printr-o
vecinatate, la orice moment de timp t. Nu se specifica nimic despre modul
de desfasurare in timp a procesului aleatoriu. In acest sens, pentru a
cunoaste mai bine procesul aleatoriu, se definesc functii de repartitie si
functii densitate de probabilitate de ordin superior.

Functia de repartitie de ordinul n se defineste similar cu relatia (3), dar
pentru mai multe numere reale: xs, X, ..., x, corespunzatoare momentelor de
timp ty, tp, ..., t, dupa relatia:

Fn(XgsXnit1it2,matn) = POX(t1) < x1, X(12) £ X2 1000 X(tn) < X1 ) (93)

Densitatea de probabilitate de ordinul n este:
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. Gk .
fn(xl,---,xn,tl,tz,---,tn)=mFn(x1,x2,---,xn,tl,---,tn)(94)
Astfel, cantitatea
f n(X]_,XZ ,---,Xn ;t1$t21"'1tn)d de X2!"'|d Xn (95)

reprezinta probabilitatea ca procesul aleatoriu X(t) sa treaca la momentul t;
prin vecinatatea dx; a ordonatei x;, la momentul t, sa treaca prin vecinatatea
dx, a lui xp, s.a.m.d., ca in fig. 4. Evident, cu cat ordinul n este mai mare, cu
atat procesul aleatoriu este descris mai bine.

X dxn
¥ oL o - - - - - - _ e - =
1
;{ . T
2r-- T - = I
X.l - dX T I
1 I
: : Lt
tl t2 tn

Fig. 4: Interpretarea functiei densitate de probabilitate de ordinul n
Valori medii ale proceselor aleatorii continue

Cunoasterea proceselor aleatorii presupune folosirea unor modele
(probabilistice) matematice cu anumiti parametri. Cei mai folositi parametri
se refera la momente (medii) statistice de diferite ordine cum sunt media
varianta, corelatia si spectrul de putere. Mediile de diferite ordine se mai
numesc valori asteptate °.

Valorile medii de diferite ordine pot fi calculate fie pe multimea
realizarilor particulare disponibile la momentele de timp alese arbitrar

t1, to, ..., t,, fie dintr-o singura realizare particulara X (k) (). In primul caz

se spune ca se obtin valori medii statistice (sau medii pe multimi), iar in al
doilea caz, valori medii temporale.
Ca definitie generald, valoarea medie a unei functii

h(X (1), X (t2),..., X (tp ) @ unui proces aleatoriu X se defineste cu

? (expected value, in engleza)
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E{h(X(t, ), X (1, )y X (1 N} =

_[I (X3 Xg e Xpg D)+ Fag (Xp3Xg yeens Xy 35 1 veens By )X 0X, .0, (96)

in cele mai multe aplicatii intereseaza sau sunt suficiente numai
valorile medii rezultate din functiile de repartitie de ordinele unu si doi.

2.2.1 Valori medii statistice (medii pe multimi)

Fie un proces aleatoriu pentru care se cunoaste multimea realizarilor
posibile X(t) la diferite momente de timp t;,to, ..., t,, arbitrar alese.
Valorile medii statistice care reprezinta interes in aplicatii sunt:

1. Media procesului aleatoriu X(t) este:

i (O D EX(O}=X(0 = Jx- (xt)dx (97)

— o0

si este media tuturor valorilor realizarilor procesului X(t) la momentul de
timp t.

2. Valoarea patratica medie:

XZ(t)di E{xz(t)}= sz- f(x,t)dx (98)

3. Autocorelatia lui X(t), notata®

produsului X(t1)- X *(to):

prin Ryx (t1,t2 ), este valoarea medie a

def
Ryx (t1.t2) = X(t1)- X *(t2) = E{X(t1)- X" (t2)} =

g

(99)

—38

X, - X, - F(X, %, 5t7,t2)-dx, -dX,

8

12 Se mai foloseste notatia By (t;,t,)
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unde * arata conjugarea. Autocorelatia este 0 masura a similaritatii valorilor
procesului aleatoriu.

4. Functia de intercorelatie a doua procese X(t) si Y(t):

def
Rxy (t1,t2) = X(t1)-Y*(t2) = E{X(t1)-Y *(12)} =

TTX'V' f(X,y;t1,t2)- dxdy

—00—00

(100)

5. Dispersia (varianta) procesului aleatoriu:

def
o2(1) = E{[x()- ux (OF | = [x(©)-XDOF -

E{X2(1)—2X (1) ay (1) + p (1)} = (101)
= E{X2(t)}= 2E{2X (1) sty (1)} + E{ud (1)} = X 2(1) - (1)

Radacina patrata din dispersie se numeste deviatie standard. Dispersia este
0 masura a imprastierii valorilor semnalului aleatoriu.

6. Functii de covarianta:
6.1. Autocovarianta lui X(t) este definita prin:

def
K xx (t1t2) = EfX(t0) =y () [X(t2) - ey (12)] | (102)

Prin prelucrari algebrice simple se obtine

K XX (t1,t2)=E{[X(tl)—#(tl)]‘[X(tz)—ﬂ(tz)r}:
E{X(t1)- X(t2)*}— E{X(t1)- u(t2)*}-
E{u(ty) X(t2)*}+ Edulty)- u(t2)*} =
Rxx (t1.t2)— E{X(t)} s(t2)* —u(ty)- E{X(t2)*}+  (103)
u(ty)- ulto)* =
Rxx (t1:t2)— a(ty)- p(t2)* —p(ty) - st 2)* +au(ty) -t ) =
=Rxx (t1,t2)—plty)- p(t2)*
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Autocovarianta este 0 masura a dispersiei (imprastierii) valorilor procesului
aleatoriu in comparatie cu valoarea medie.

Pentru procesele cu medie zero, functiile de autocorelatie si
autocovarianta sunt identice:

K xx (t1.t2) =Rxx (t1,t2) (104)

Functia de autocovarianta evaluata la momente egale de timp este egala cu
dispersia (varianta) procesului:

K xx (t1.t1) = Rxx (t1.tg) — sy (t1)- pwx (t1)* =

(105)
=0k (b)) +uk(t1)— i (t1) = ok (ty)

6.2.Intercovarianta a doua procese aleatorii X(t) si Y(t):

def
K xy (t1.t2) = E{[X(tl)—ﬂx(tl)]-[\((tz)—ﬂv(tz)”: (106)

Rxy (t1.t2)—#x (t1)-u§(t2)

Pentru procese cu medie zero, functiile de intercorelatie sunt egale cu cele
de intercovarianta.

7. Coeficientul de corelatie

def
pxx (t1.t2) =

VKo (t1.11) - K xx (t2.2)
8. Coeficientul de intercorelatie:

def

VK xx (t1.t1)- Kyy (t2.t2)

Functia de autocorelatie si functia de autocovarianta sunt momente
de ordinul doi si descriu partial comportarea procesului aleatoriu 1in
domeniul timp.
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Pentru secvente aleatorii se obtin expresii asemanatoare cu cele
definite mai sus, argumentul discret k inlocuind variabila continua t, k; si
ks inlocuind t; si t. Cele patru functii devin functii discrete in timp*.

Definitia 1: Doua procese aleatorii sunt egale daca realizarile lor sunt
identice pentru orice valoare a variabilei t. Egalitatea implica ca procesele
sunt definite in acelasi experiment.

Definitia 2: Doua procese X(t) si Y(t) sunt necorelate in intervalul de timp |
< ‘R, daca functia de intercovarianta este zero:

K xy (t1.t2)=0,Vt{,toel <R (109)

Definitia 3: Procesele aleatorii X(t) si Y(t) sunt ortogonale pe intervalul |
R, daca functia de intercorelatie este zero pe acest interval:

Rxy (t1,t2)=0,Vt{,toel <R (110)

Definitia 4: Procesele aleatorii X(t) si Y(t) sunt statistic independente pe
intervalul | daca:

P[X(11) < Xg o X (tn) S xpiY (£1) S Y10 Y (E M) S V) =
= P[X(t1) < X1 X(tn) < xp) PV (11) < Y Y (tm < ym] (111)
vnlm Si tl!t2!"'ltnltllltI2!"'1t'meI

Proprietate P1: Functia de intercorelatie a doua procese aleatorii statistic
independente, cu medie zero, este zero.

Proprietate P2: Functia de intercovarianta a doua procese aleatorii statistic
independente este zero, chiar daca mediile nu sunt zero.

Proprietatea P3: Independenta implica necorelarea dar nu si invers.

Exercitiu: Un semnal aleatoriu are realizari particulare de forma
X(t)=Acos(100-t+8), unde A este o variabila aleatorie normala cu
valoarea medie zero si varianta 1, iar @ este o variabila aleatorie uniform
distribuita in intervalul [-r, t]. Presupunand ca cele doua variabile aleatorii,

" Varianta discreta va fi studiata intr-o sectiune separata, dedicata.
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A si 6, sunt statistic independente, sa se calculeze valoarea medie statistica
si functia de autocorelatie statistica. (Shanmungan, 1988)

Solutie: Media statistica este

X(t)=uy =E{X(t)}=E{Acos(100t + )} = E{A}- E{cos(100t + 0)} =
=0-E{cos(100t +8)} =0

Functia de autocorelatie statistica este”

Rux (1) = E{X(tl )X(t, )}: E{X(t)X(t +T)}
= E{Acos(100t +&)- Acos(100t +100z + 6} =

E{AZ : %[cos( 200t +100z + &)+ cos(100r )]} =

= % E{A2}.[E{cos(200t +100z + @)} + E{cos(100z )}] =
%-1-[0+cos(100r)]= w

S-a folosit, in ultima relatie, faptul ca varianta variabilei aleatorii A este 1,
deci EJAZ|=1.
Exercitiu *: Fie I(t) si Q(t) dou procese aleatorii definite prin

I(t)=X-cosat+Y -sinat
Q(t)=Y -cosat — X - sinat

unde X si Y sunt variabile aleatorii necorelate si cu medie zero. Se cunosc

valorile mediilor patratice X 22v2 =62

Sa se calculeze functia de intercorelatie dintre I1(t) si Q(t).

" cosa - cos 3 = [cos(a + )+ cos(a — B)]/ 2
12 Din (Barkat, 2005) pag. 152.
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Solutie **:

Rio(ti,t, ) = E{I(t,)Q(t, +7)f = E{I(1)Q(t+7)} =
=E{(X -cosat+Y -sinw-t)Y -cosao(t+7)— X -sino(t+7))} =
_ E{XY cos awt - cos (t + 7 ) — XX coswt~~sina)(t+r)—}
XX -cosat-sina(t+7)+YY -sinwt-cosa(t +17))
= E{YY -sinat-cosa(t +7)— XX coswt - sina(t +7)} =
= o2 -E{sinotcosw(t+7)—cosat-sino(t+7)}=
= o2 - E{sin(ot — ot — o7)} = 0% - sin(wr)

2.2.2. Valori medii temporale

Fie, din multimea tuturor realizarilor posibile ale procesului
aleatoriu X(t), realizarea k, notatd cu X®(t). Momentele de diferite ordine
ale procesului X(t) se obtin din momentele corespunzatoare realizarii X®(t)
pe o fereastra de observatie de durata T, prin trecere la limita. Se va nota

X () =X ).

1. Media temporala a procesului aleatoriu X(t) este:

" 1
X(t)=<uy > = lim = [X(t)-dt (112)

si reprezintd, din punct de vedere fizic, componenta continua a semnalului.
Valoarea medie nu depinde de originea timpului.

2. Valoarea patratici medie temporala:

[X<t)]2=Tnm S RIGIR (113)
-l T

reprezinta, din punct de vedere fizic, puterea medie a semnalului aleatoriu
pe o rezistenta unitara si nu depinde de originea timpului.

B sin(a + f) =sinacos B +sin fcosa
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3. Dispersia temporala este egala cu diferenta dintre valoarea patratica
medie si patratul mediei:

o? = [><<t)]2—[[><(t)]}2 (114)

Rxx(t1t2)=X(t+t1)- X(t+t2)= lim —IX(t+t1)X(t+t2)dt(115)
T >l

nu depinde de originea timpului, ci numai de diferenta 7 =t, —t,.

Rxx(7)= X(t)-X(t+7) = lim —IX(t)X(t+r)dt (116)
T ool

5. Functia de intercorelatie temporala

Rxy (t1.t2) = X(t+t1)-Y(t+t2) = lim —jxmtl) Y (t+to)dt (117)
Towl

nu depinde de originea timpului, ci numai de diferenta 7 =t, —t,.

Rxy (z)=X(t)-Y(t+z)=lim —jX(t)Y(t+r)dt (118)
T—)oo

6. Functia de intercovarianta

(119)

= lim —I[X(t) X(t)} [Y(t+r) Y(t+r)}

T—)oo

nu depinde de originea timpului, ci numai de diferenta 7 =t, —t,.
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Exemplu: Fie doua semnale, unul periodic si celalalt tranzitoriu (aperiodic):
(@) X(t) = A-sin(wg -t); (b) Y(t) = Ae™*!, o =25, definite pe un interval

de timp T = 0.1 s. Sa se calculeze media, valoarea patratica medie (puterea
totala) si disperia (puterea componentei alternative).

Aft) i)
1 1
s | 0.8 ]
0.6 ]
0O J
0.4 ]
0.5 ' 02 o
iy
-1 . _ ] .
0 0.05 timp 0.1 0 0.05 0.1

Reprezentarea graficd a semnalelor X(t) si Y(t)

Solutie: Pentru semnalului sinusoidal pe o perioada ** T a semnalului X(t) se
. 15
obtine ~:

1y (1) =< X(t)>=qu)dt:T—Alsin(w-t)dt:o

1 A? ¢ A2 A?
< Xz(t)>:F!X(t)2dt =?Jsm2(w-t)dt =EI[1—COS(2a)~t)]dt =

A? A?
ok (O =< X () >~} )= —0="-
Pentru cazul semnalului tranzitoriu, obtinem:
ty+T t,+T
0 0 ta+T
(=27 y(a=27p emartg AL gmatfo
Y T t T t T(—a) tO
0 0

_A e—a.to _e—a(tO+T) :e_a'to-i-(l—e_“'T)
a-T o-T

! Pentru semnale periodice in timp, marimile statistice se calculeazi pe durata unei
perioade.

15 §in? X =1— oS 2X/2
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1t0+T A2tO+T
<Y2(t)>== | Y(t)2dt=2— [ e 2a-tgt=
Ty L
0 0
—2a-t 2
o %fg A ,(1_9—2a-T)
200-T

ag(t)=<Y2(t)>—<Y(t)>

Toate marimile depind de timp, atat de originea ty, cat si de durata ferestrei
de observare, T. Considerand t, =0, o =25 si T =0.1 se obtine

py (1) = —25.10 1~@—e— 25:01)_03672 v

<Y?(t)>= (1—e_2‘25'0-1)=0.1987 W

2.25.01
GYZ(t) —<Y2(t)> —<Y(t)>2=0.1987-0.36722 = 0.0639 W

Exercitiu propus: Fie procesul aleatoriu X (t) = A-exp( j(at +®)), unde A
este o variabila aleatorie cu functia densitate de probabilitate

2

X X i

fa(x)= —ZeXp(— —2] x > 0. Parametrul o2 este 0 constanti sl O este
o 20

o variabila aleatorie uniform distribuitd pe intervalul (0,27). A si © sunt
independente statistic. Sa se calculeze mediile statistice: (a) E{X (t)}; b)

Rxx (t1,t2).

2.3. Stationaritatea proceselor aleatorii

Sistemele invariante in timp si analiza de regim stationar sunt
termeni des folositi de specialistii din domeniul ingineriei electrice, in
general. Stationaritatea joaca un rol similar in descrierea proceselor aleatorii
sl descrie invarianta in timp a anumitor proprietati statistice ale procesului
aleatoriu.
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Desi valorile unui proces aleatoriu variaza in timp, caracteristicile
procesului care a generat semnalul pot fi invariante in timp (stationare) sau
variabile in timp (ne-stationare).

Un exemplu de proces ne-stationar este vorbirea, a carei tarie
(intensitate) si compozitie spectrala se schimba in continuu, pe masura ce
vorbitorul genereaza diverse sunete.

Un proces este stationar daca parametrii modelului procesului sunt
invarianti in timp. Altfel, procesul este nestationar (asa cum se vede in fig.
5). Ambele proprietati, stationaritate si nestationaritate, sunt relative, in
sensul ca un semnal nestationar pe un interval mare de timp poate fi
stationar pe intervale mai mici de timp, asa cum se observa in fig. 5, unde —
pentru semnalul de jos care este nestationar - se pot evidentia portiuni in
care semnalul este stationar.

text = "ihe discrate fourier trangform”;

1 T T T T T T T T

0 fere
-1 1
0
1 T T T T T T T T T
ok -
1 1 | 1 1 | 1 1 1 ﬁzm‘v
0.26 0.3 0.4 0.45

Fig. 5: Exemplu de cvasi-stationaritate si de ne-stationaritate a unui segment de vorbire

Proprietatea de stationaritate implica ca marimile statistice (cum
sunt media, varianta, corelatia, densitatea spectrala de putere, precum si
momentele de ordin superior) si fie invariante in timp. In practica, se
folosesc mai multe tipuri de stationaritate, dupa cum una sau mai multe
marimi statistice se modifica sau nu in timp. De exemplu, un proces
aleatoriu poate sa aiba media constanta in timp dar sa aiba putere variabila,
deci dispersie variabila in timp.
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Exemplu: Consideram pentru calcul valorile medii temporale si dorim sa
evaluam stationaritatea mediei si a puterii (totale) pentru semnalele: (a)

X(t) = A-sin(ag -t) ; (b) un semnal tranzitoriu Y (t) = A%t o =25, pe
uninterval detimp T=0.1s.

Aft) )

1
0.8 ] 0.8 1
0.8 ;
| J
0.4 )
0.8 1 oz L
i
-1 . 1] .
a 0.05

timp 0.1 0 0.05 0.1

Reprezentarea graficd a semnalelor X(t) si Y(t)

Solutie: Media si puterea totala a semnalului sinusoidal pe o perioada’® T a

semnalului X(t) sunt'’ constante in raport cu timpul:
iy (1) =< X(1) >= = [ X(t)dt = 2 [ sin(w-t)dt =0 = .
Ty T

1 A% . . A?
EiX2(t)j==| X(t)’dt=—|sin?(w-t)dt =— | [1-cos(2w-t)[dt =
Xz TJ() TJ (0-1) ZTJ[ (20-1)]
A2
==
deci semnalul X(t) are media si puterea stationare. Pentru cazul semnalului
tranzitoriu, media si puterea sunt:

ct.

1 to+T AtoITe A 1 |t0 +T
t T (_a)

D=<Y(t)>== |Y(t)dt=— —atdp = = —at
uY<)<<>>tho<) - ol

i(e—a'to _e—a(to+T)): e_a.to .i.(l_e_a'-r)
a-T a-T

18 pentru semnale periodice in timp, marimile statistice se calculeaza pe durata unei
perioade.

7 5in? x =1—C0S 2%/2
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1t0+T A2t0+T
E{X2(t)=l== [Y(t)2dt="1 [e-2etdt=
xxt=f== j (t)dt="" j
—2a -t
o 0. A . _e—2a~T)
200-T

Ambele marimi depind de timp, atat de originea to, cat si de durata ferestrei
de observare, T. Rezulta ca semnalul Y(t) este nestationar in timp.

Un proces nu depinde de originea timpului (parametrul tp) daca functia de
probabilitate (de distributie sau de densitate) nu depinde de t,. in mod
echivalent, o translatie a axei timpului nu modifica valorile medii statistice.

2.3.1. Stationaritate in sens strict (SSS)

Definitie: Un proces aleatoriu este stationar in timp sau stationar in
sens strict (SSS) daca toate functiile de distributie ce descriu procesul sunt
invariante (nu se modifica) la o translatie a axei timpului.

Dupa definitie, pentru toate valorile tq,to, ..., t, ty + 5t + 7.t + 7T si
k=1,2,..., avem relatia:

P[X(t1) < x1, X(t2) < X200 X (i) < xk| =

(120)
= P[X(t1+7) < x1, X(t2+7) < X200 X (ti +7) < xi |
Daca definitia de mai sus este valabila pentru toate valorile lui k=1,...,N, dar
nu in mod necesar si pentru k>N, se spune ca avem un proces stationar de
ordin N. Din ultima ecuatie rezulta ca pentru un proces stationar in sens
strict avem:

PIX(t)<x]=P[X(t+7)<x] Vr (121)
si, pentru 7 = —t, avem
P[X(t+7)<x]=P[X(0)<x], Vr (122)

Deci Functia de repartitie de ordinul intii este independentd de variabila
timp t. (nu apare variabila t in ultima expresie).
In mod similar, este valabila relatia:
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P[X(t1) < x1, X(t2) < x2]= P[X(t1+ 7)< x1, X (t2 +7) < x2]=

(123)
= P[X(O)S x1, X(tp—t1) < xz], N
ceea ce determina ca functia de repartitie de ordinul doi sa depinda numai
de diferenta de timp t-t;.
Ultimele doua relatii pot fi scrise si la nivel de functii densitate de
probabilitate:

F(X1 X2 0 XKt 2 0tk ) = FOXL X2 0o XKt Tt 2 + T stk + 7 ) (124)
sau, alegand t = -ty,

Ca urmare, functia densitate de probabilitate de ordinul intai nu depinde de
timp:

f(xq;t1)=f(x1) (126)

si functia densitate de probabilitate de ordinul doi depinde numai de
diferenta de timp:

f(x1.x2:t1.t2) = F(x1.x2:t2—t1) (127)

Ca o consecinta a ultimelor doua relatii, pentru un proces aleatoriu stationar
in sens strict (SSS), avem proprietatile:
e media nu depinde de timp:

E{X(t)}= jx-f(x,t).dx= _[x-f(x)-dx=,ux=const. (128)

— 0 — 0

e dispersia nu depinde de timp:

20 =[X(O)-XOF = [(x-ux ) f()dx=02  (129)

— 0

e functia de autocorelatie depinde numai de diferenta de timp
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o0 O
Rxx (t1.t2) = f IXy-f(x,y,tz—tl)dxdy=

— 00— 00

Rxx (t2—t1)=Rxx (7)

(130)

Observaii:

1. Un proces aleatoriu cu medie constanta si functie de autocorelatie
dependenta numai de diferenta de timp nu este in mod necesar stationara
in sens strict.

2. Doua procese reale X(t) si Y(t) sunt comun stationare in sens strict daca
distributiile comune (compuse) ale lui X(t) si Y(t) sunt invariante la o
translatie a axei timpului.

3. Un proces complex Z(t)=X(t)+jY(t) este stationar in sens strict daca
procesele X(t) si Y(t) sunt comun stationare in sens strict.

2.3.2. Stationaritate in sens larg (SSL)

O forma de stationaritate, mai putin stricta si des folosita in practica,
este bazata pe stationaritatea de ordin mic.

Definitie: Un proces aleatoriu X(t) este stationar in sens larg sau
stationar pana la ordinul doi daca media sa este constanta si functia de
autocorelatie depinde numai de diferenta de timp:

E{X(t)} = a1y (131)
E{X(t)-X*(t+7)}=Rxx (r) (132)

Definitie: Doua procese X(t) si Y(t) sunt comun stationare in sens
larg daca fiecare este stationar in sens larg si satisfac ecuatia:

E{X(t)-Y*(t+7)f=Rxy (r) (133)

Definitie: Un proces X(t) este asimptotic stationar daca distributia
valorilor lui X(t;+7), X(t2+72), ..., X(t,+7) nu depinde de 1, cand t este mare.

Definitie: Un proces X(t) este stationar in intervalul D daca conditia
de stationaritate este indeplinita pentru orice valoare t pentru care t;+t,
to+1, ..., i+t apartin intervalului considerat.
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Observatii:

1.

Procesele aleatorii stationare in sens strict sunt stationare si in sens larg.
Reciproca nu este intotdeauna adevarata. O exceptie o face procesul cu
functie de repartitie normala, stationar in sens larg, care este complet
descris de momentele de ordinul intai si doi, si care este stationar si in
sens strict.

Testul stationaritatii. Daca exista o descriere detaliatda a procesului
aleatoriu, atunci verificarea stationaritatii procesului aleatoriu este
relativ usoara. Cand nu este posibila o descriere completa, stationaritatea
procesului este stabilita prin achizitionarea si analizarea unor realizari
ale procesului. Metoda generala este de a divide durata observatiei in N
intervale disjuncte, in care datele pot fi presupuse ca fiind independente.
Se verifica dependenta de timp a momentelor (medie si dispersia, cel
mai_des) din fiecare subinterval. Daca procesul este stationar, atunci
valorile obtinute pentru fiecare sub-interval nu trebuie sa difere prea
mult. Variatii excesive ale valorilor estimate de la un interval la altul
indica ne-stationaritatea procesului considerat.

2.4. Corelatia proceselor aleatorii stationare in sens larg

(SSL)

Pentru procese aleatorii stationare, functia de autocorelatie Rxx(t)

aduce informatii despre dinamica in timp a valorilor procesului aleatoriu.

Daca functia de autocorelatie scade rapid la zero, atunci procesul isi

schimba rapid valorile in timp. O scadere mai putin pronuntata a functiei de
autocorelatie arata o dinamica mai mica a procesului aleatoriu.

Aceste rezultate se prezinta calitativ in fig. 6, unde semnalul, s,(t),

cu frecventa mai mare are functia de corelatie cu frecvente mai mari decat
corelatia primului semnal, s;(t).

sT(t), s2(1) rxx(tau)

1 0.5
0.4
0 a
0.5
-1 : 0.5 : : :
0 0.005 0.m -40 -20 0 20 40
timp tau

Fig. 6 :Functii de corelatie pentru procese aleatorii de frecventa joasa si, respectiv, inalta
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2.4.1. Proprietitile functiei de autocorelatie

1). Functia de autocorelatie a proceselor aleatorii stationare in sens larg cu
valori reale se calculeaza cu relatia:

Rxx (7)=E{X(t)X(t+7)] (134)

deci depinde numai de diferenta momentelor de timp.

2). Daca X(t) este un semnal aleatoriu de tensiune pe o rezistenta de 1Q,
atunci media statistica (pe multime) a valorilor lui X,(t) este puterea medie
(totala) disipata pe rezistorul de 1 de procesul aleatoriu X(t):

E{x 2(t)}z Puterea medie=R xx (0)=0 (135)
3). Legatura dintre dispersie, medie si puterea medie este (v. fig. 7)
o = EX(t) - u]X(t) - ulf = E{X2(t)}- 1% = Rxx (0) - w* (136)

de unde rezulta
Rxx (0)=0?+ u? (137)

4). Functia de autocorelatie Rxx(t) este o functie para:

R xx (1)=R XX (-1) (138)
RX-X(T)
21 -
151
o
'] L
1
2
H T -
4 0s . O .

Fig. 7: Functii tipice de autocorelatie
5). Functia de autocorelatie este marginita de valoarea din origine, Rxx(0):

[Rxx (£)] < Rxx (0) (139)
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Proprietatea se interpreteaza astfel: intrucat functia de autocorelatie masoara
gradul de dependenta statistica dintre doua esantioane, rezulta ca, la limita,
cand t—>0, dependenta trebuie sa fie maxima.

6). Daca X(t) contine o componenta periodica, atunci si functia de
autocorelatie contine o componenta periodica de aceeasi perioada.

Daca 3 T, ai X(t+T,)=X(t)—>

. 140
AT, ai Ry, (7) =Ry (7+T,) (140)

7). Limita la infinit a autocorelatiei este patratul mediei:
lim Rxx (z)=C,atunci C = u% (141)

T —> 0

Demonstratie: Daca intervalul T de observare a celor doua esantioane tinde
la infinit, este plauzibil sa presupunem ca legatura dintre ele este neglijabila.
Se poate, deci, considera ca doua esantioane distantate la T = oo sunt statistic
independente. Deoarece valoarea medie a produsului a doua variabile
independente este egala cu produsul valorilor medii, se poate scrie:

Rxx (@)= lim Rxx(7)= lim E{X(1)X(t+7)}=
T —> 0 T —> 0
= lim EXO}EX(t+r)}= 4§

T—>0
in concluzie, functia de autocorelatie tinde asimptotic sau oscilant amortizat
la 0 valoare constanta, ca in fig. 7.
8). Daca exista un To = 0, astfel incat Rux(To)=Rxx(0), atunci Rxx este
periodica cu perioada To.
9). Daca Rxx(0)<w si Rxx(t) este continua la t=0, atunci ea este continua
pentru orice t.

(142)

Observatii:

1. Proprietatile 2 si 9 au fost mentionate si pentru a arata ca o functie
arbitrara nu poate fi interpretata ca functie de autocorelatie.

2. Functia de autocorelatie, spre deosebire de functia de intecorelatie, are
trei proprietati specifice: paritate, are maximumul la t=0 si pentru t=>o
tinde la o valoare constanta.
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Exemplu: Sa se calculeze functia de autocorelatie a procesului aleatoriu
SSL X(t)=A(t) + b(t), unde b(t)=Ucos(wot), A(t) este 0 v.a. gaussiani cu
medie zero si dispersie 1, U =2V, f,=50 Hz, T=0.1s.

O
Solurie: Functia de autocorelatie este

Rxx (7) = E{X(t)X(t+7)}=
= E{[A(t)+U cos(awt)]-[A(t+7)+U cos(a(t +7)]} =
= E{A(t)A(t +7)}+ E{A(t)U cos(wt +7)}+
E{A(t+7)U cos(wt )}+ E{U ? cos(at )cos(w(t+7)} =
= R (7)+ E{A(t)}E{U cos(awt + 7 )} + E{A(t + 7 )}E{U cos(awt )} +

2 2
U7E{cos(2a)t+r)+cos(a)r )} = RM(r)+U7E{cos(2wt+r)}+

2 2
+U7E{cos(a)r )= RAA(T)+U7cos(m): Ru(7)+ Ry (7)

deci o functie periodica de amplitudine constanta, asa cum se prezinta in fig.
de mai jos.

Aft), BIt), X(t)

1 1 1 1
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1
timp [s]
Raa(tau) & Rbb(tau) Ruex(tau)

-4 -4
-100 -850 0 a0 100 100 50 0 50 100
tau [s] tau [s]

Autocorelatia sumei a doua semnale independente: determinist b(t) si aleatoriu A(t)
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2.4.2 Proprietatile functiei de intercorelatie

1). Functia de intercorelatie a doua procese aleatorii X(t) si Y(t), cu valori
reale, procese aleatorii stationare in sens larg (SSL), nu depinde de timp, ci
numai de diferenta momentelor de timp. Se scrie

Rxy (7)=E{X(t)Y(t+7)} (143)

2). Asimetrie:
Rxy (7)=Ryx (-7) (144)

3). Marginire:
IRxy (7)< JRxx (0)-Ryy (0) (145)
|RXY(T)|5%[RXX(O)+ Ryy (0)] (146)

0, daca procesele sunt ortogonale
4). Rxy (7) = 47)

1y »daca proceselesunt necorelate

1 st

s1(t-tau)

Time[s] 1 time([s]

u] 0.1 02 0.3 0 01 0.2 0.3

20 F -
0 W
20t 12is1,52) |

time([s] r21(s2,51)
A0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
-100 R Rl -0 20 0 20 40 =1 =) 100

Fig. 8: Functiile de intercorelatie Rg g, () si Rs,s, (7)
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in fig. 8 se prezinta alura tipica a functiei de intercorelatie a doua semnale
deterministe. Se remarca proprietatea de asimetrie. daca

2.5. Estimarea timpului de intirziere a unui canal

Aplicatie'® Al: Estimarea intarzierii. Fie doua semnale aleatorii
X4(t) si Xo(t), fiecare compus dintr-un semnal determinist si un zgomot
aditiv, dupa relatiile:

X () = X(t)+ N, (t) (AL1)

X,t)=a-X(t—D)+N,(t) (A1.2)
unde a este un factor de atenuare si D este variabila timp de intarziere. Se
cere timpul de intarziere.

Observarie: Relatiile de mai sus corespund unei scheme de observare prin
masuratori la intrarea si iesirea unui canal de transmisiune, de exemplu, ca
in fig. alaturata, unde exista zgomot de masurare in ambele puncte de
masurare (de acces).

BA] aX(E-1)
Clance!
(}F&—
N
@) e A o

Solutie: Calculand intercorelatia dintre semnalele Xj(t) si Xo(t) si
reprezentand grafic (ca in figura), se observa existenta unui maxim ce
corespunde unei valori a timpului egala cu valoarea intarzierii. Deci, varful
intercorelatiei a doua semnale intarziate poate fi utilizat pentru estimarea
intarzierii.

Functia de intercorelatie este

18 Se pune in evidentd importanta functiei de corelatie in aplicatii de tip sonar sau radar.
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Rxlxz(tlitz )= E{Xl(tl)' Xz(tz )}:
E{X(t)+Ny(t)]-[a- X(t, = D)+ N,(t,)]} =
= E{X(t,)-a- X(t, - D)}+ E{X(t,)-N,(t,)}+ (A1.3)
E{Nl(tl)'a' X(tz - D)}+ E{Nl(tl)' Nz(tz )}:
=a- I:\)xx (tl’tz - D)"‘ RXN2 (t1’t2)+ a Rle (tl1t2 - D)+ RNlNZ(tl’tZ )

In baza ipotezei ca semnalul aleatoriu X(t) si zgomotul de pe canal N(t) sunt
necorelate, se pot scrie relatiile:

RXN2 (tl ’tz): 0 si Rle (tl 4, - D) =0 (Al.4)
Rezulta

Rxlx2 (tl 1, )=a- Ryx (tl i, - D)"’ RNlNz(tl 1, )
=a-Ry (t1't2 - D)
intrucat functia de autocorelatie a zgomotului (presupus alb) se anuleaza

repede pentru puncte in afara originii (0 sa vedem mai tarziu). Pentru
semnale aleatorii stationare in sens larg se poate scrie mai departe ca

(AL5),

Rxlxz(tlitz )= Rxlxz(tz -t )= Rxlxz(tz - D_tl )=

2R, (r—D) (A1.6)

D = 24; % val. intdrzierii (in nr. de esant.)
N = 80; % nr. de esant. din fereastra

FO = 20; % frecvensa semnalului

Fs = F0 * 20; % frecvensa de esantionare
Ts=1/Fs; % perioada de esantionare
a=0.5; % atenuarea in amplitudine

t = (0:N-1) .* Ts; % variabila timp

X =sin(2*pi/ TO *1); % semnalul transmis
sigma_1 =0.2; sigma_2 =0.1; % amplitudinile semnalelor zgomot
N1 =sigma_1 * randn(1, N); % zgomotul la intrare
N2 = sigma_2 * randn(1, N); % zgomotul la iesire
fori=1:N, % se defineste semnalul intdrziat

if i <D, xd(i) = 0; else xd(i) = x(i-D+1); end,;
end;
x1 =x+ N1; x2=xd+ N2; % se definesc semnalele receprionate
[rx2x1, t12] = xcorr(x2,x1); % corelasia receptionat si emis
[xmax,indmax] = max(rx2x1); % estimarea max. si a indicelui
disp(indmax - 80); % afiseaza indicele maximumului
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Deci functia de intercorelatie va avea un maximum la valoarea = =D . Prin
determinarea abcisei maximumului putem deci sa estimam valoarea
intarzierii pe canalul de transmisiune. Parametrii folositi si codul sursa
Matlab sunt prezentati mai sus.

X {ty and X(t-0) XAt and X2(h)

a 0.05 a1 015 gipgp a 0.05 0.1 016 timp

nox(tau) and nodftau-D)
0.3 T T T T T T T

03- _ —
fmp

Estimarea intarzierii a doud semnale prin estimarea momentului
in care se obtine maximumul functiei de intercorelatie

2.6. Estimarea functiei pondere a unui canal

Aplicatia A.2: Calculul functiei de pondere a unui canal de transmisiune,
considerat ca un circuit liniar invariant in timp, prin metoda corelatiei.

Solutie: Se considera schema bloc din figura alaturata, unde N(t) este un
semnal de intrare de tip zgomot alb, G(t) este raspunsul canalului la
semnalul N(t), iar corelatorul este un circuit de calcul al functiei de corelatie
a doua semnale.
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Functia de intercorelatie temporala dintre intrarea si iesirea canalului
este

R (7) :% [NO-G(t+o)t (A2.1)

Raspunsul circuitului se calculeaza folosind raspunsul la impuls al
circuitului cu relatia

M
® Canal )

Corelator

Ray (1)

Eloc calel

!

2
A(T) = — Rgy(T)
My

Schema blox pentru estimarea functiei pondere prin tehnici de corelatie

G(t) = h(t)*N(t) = Th(u)-N(t—u)du (A2.2)

si

G(t+7)= Th(u)~N(t+r—u)du (A2.3)

Inlocuind in relatia (A2.1), se obtine:

RNG(T):%jN(t)-G(tﬂ)dt:%jN(t)ﬁh(u)-l\l(tﬂ—u)du}dt:

. 1 - (A.2.4)
= J'h(u)?J.N(t)-N(tJrr—u)dtdu = Ih(u)-RNN(r—u)tdu

Run (7—U)=Ryy (u-7)
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Considerand semnalul de la intrare de tip zgomot alb Gaussian cu densitatea
spectrala de putere®® constanta, Ng /2, se obtine:

1 %N,
RNN(T): Fil{SNN(a))}:E J?Oejmda):

. - . (A.2.5)
7%-{?”@&#=7£-5@ﬁ
Rezulta functia de intercorelatie
Ry (7)= Th(u)-RNN(r—u)du :% Th(u)-&(r—u)du =
- \ N% (A.2.6)
R L
In baza proprietatilor functiei de intercorelatie se poate scrie:
Rus(7)=Rey(-7) (A.2.7)

si expresia finala:

%UF%Nﬂ%hm:%RMﬂzzo (A.2.8)

0

Ultima relatie arata ca functia de intercorelatie este proportionala cu functia
pondere a circuitului_necunoscut si — de aici — se poate calcula Functia
pondere.

Avantajul acestei metode fata de metodele clasice determinsite (prin
aplicarea unui impuls scurt si inregistrarea raspunsului), consta in faptul ca
functia pondere astfel determinata nu este afectata de perturbatiile care
intervin in functionarea circuitului.

Alt avantaj il constituie determinarea functiei pondere a sistemului
(procesului/circuitului) in functiune, deci in conditii reale.

9 1n reprezentare bilaterala.
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Exemplu principial de estimare prin simulare

Se considera doua sisteme de ordinul 1 si, respectiv, de ordinul 2. Semnalul
de intrare este un zgomot gaussian cu medie zero si dispersie 1.
Codul Matlab de identificare este prezentat in continuare.

ordin = 1;

switch ordin,
case 1,
tau = 10; [num] =tau; [den] =[taul]; Ts=tau/20; N =500;
case 2,
omegan = 2*pi*1; csi = 0.15;
[num] = omegan”2; [den] = [1 2*csi*omegan omegan”2];
Ts = 1/50/omegan;
N = 2500;
end;

t=(0:N-1).*Ts; sys = tf(num, den);

h = impulse(sys, t); % raspuns teoretic

init_state = 1000; randn('state’, init_state); sigma2 = 1,

u = sgrt(sigma2) * randn(1,N);

y =conv(u,h).* Ts;

y =y(1:N); % calculul raspunsului

ryu = xcorr(y,u, biased’); [x,ix] = max(ryu);

he = ryu(N:end) ./ sigma2 / Ts; % corectie putere zgomot
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h(t)
1
0.5}
0
0 100 200 300
intercorelatia
0.6
0.4
0.2+
0
-0.2
1000
h(t)
10
5
5 . . .
0 2 4 6 8
intercorelatia
0.02
0.01 ¢
0
-0.01
-0.02
0 2000 4000 6000

intrare/iesire

5
|
“ “ m\
o dHI I R O
I w
-5
0 100 200 300
1
real
0.5 estimat

0 200 400 600

intrare/iesire

of II“”[I”‘“LHI it “ ’| M \“”h“i ””‘{'\”J \I‘ 'l'l \’!‘ |

10

real
5 — estimat | |

-5
0 1000 2000 3000

Fig. 9: Rezultatele estimarii functiei pondere prin tehnici de corelatie (a,b,c,d)

Exercitiu: Fie X(t), un proces aleatoriu stationar in sens larg cu functia de
=[e Il <

autocorelatie R,, (7) =
’ o () 0, altfel

, aplicat sistemului din figura. Sa se
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calculeze Functia de autocorelatie a iesirii circuitului, Ry, (7), si sa se
reprezinte grafic.

Xit) Ti)
delay = 1 "/:‘\"

Solutie: Semnalul de la iesirea circuitului este:
Y(t)=X({t)+ X(t-1)
cu functia de autocorelatie

Ry (7) = E (Y (t+ )} = E{X @)+ XE-D]} (X (t+ ) + Xt +7-D]} =
=E{X(t)- X(t+2)}+ E{X(0)- Xt +7-D}+EX(t -1 X(t+2)}+ E{X(t-1)- X (t+7-1)}=
=Ry (1) + Ry (1 =) + Ry (r +1) + R (r) =
= 2Ry () + Ryx (1 -1) + Ry (r +1)

Pentru reprezentarea grafica se traseaza individual cei trei membri din

relatia de mai sus si se sumeaza punct cu punct, asa cum se prezinta in fig.
de mai jos.

R 1)
1YY

Rﬂ(rﬂ )

A o
=

Exercitiu_propus. Fie doua procese aleatorii X(t) si Y(t) independente
statistic, stationare in sens larg, cu functiile de autocorelatie de forma

Ry () =2-exp(=27)|-coswr si R, (r) =9+exp(-2[r)|. Fie procesul
aleatoriu  Z(t)=A-X({)+Y(t), unde A este o \variabila aleatorie
independenta statistic (fata de X si Y) cu media u, si varianta ol
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1). Sa se calculeze:

a). functia de autocorelatie R,, (7) a procesului aleatoriu Z(t);

b). media si dispersia lui Z(t).

2). Sa se stabileasca solutia problemei de estimare a functiei raspuns la
impuls (Aplicatia 2), folosind mediile statistice (nu temporale) pentru
evaluarea corelatiilor dintre semnale.

2.7. Densitatea spectrala de putere a proceselor aleatorii
SSL

Pentru un semnal determinist x(t), puterea medie se poate calcula cu
relatia:
o1t
Py= lim = [x4(t)dt (148)
Tow! 0
Daca semnalul determinist este periodic cu perioada Ty, Se poate defini o
functie de autocorelatie, ca medie temporala <Ry(t)>10 , prin relatia:

110
< Rxx(r)>.|_0:_|_—0 (j)x(t)x(t+r)dt (149)

Densitatea spectrala de putere Sy(f) si Functia de autocorelatie sunt perechi
Fourier:

o0
Px= [Sxx(f)df =

— o0

i OFS xx(@)do (150)
27

Termenul din dreapta este puterea totala medie a semnalului, f este
frecventa [Hz], Si(f) este densitatea spectralda de putere a semnalului
determinist x(t) si se masoara in [W/Hz].

Fie un proces aleatoriu X(t) si o realizare X®(t). Analiza armonica a
semnalelor deterministe nu se poate aplica direct semnalelor aleatorii pentru
ca - in general - integrala

Oﬂx(k)(t)‘dtaoo (151)

— 0
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deci semnalele aleatorii nu sunt de energie finita, nerespectandu-se ipotezele
analizei clasice (a semnalelor deterministe).

Pentru a putea aplica insa analiza clasica si in cazul unei realizari
particulare a unui proces aleatoriu, realizarea X®(t) se trunchiaza la o durata
T, asa cum se indica in fig. 10, dupa relatia:

x )0, <t
X ©(t) = 2 (152)
T
0, t|>—
2
th)(t)
(_ _________________ ™

Fig. 10: Realizarea trunchiatdi X (Tk) a procesului X(t)

Intervalul de timp T se alege astfel incat realizarea particulara X s3
admita transformata Fourier. In acest caz sunt valabile relatiile:

0

FO>jo) = X)) = [x{(t)-e~ Joldt = x(9(jw)  (153)

—0

si

o0
; 1 ] ;
X () = FH{x{( Ja))}=E IX(T“( jo)-elde (154)

— 00

Se defineste densitatea spectrala de putere a semnalului trunchiat:

2
def | X §( Ja))‘
T
)@= T (155),

iar densitatea spetrala de putere a semnalului aleatoriu X(t) este
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2
X
Sxx (@)= lim EM = lim E{S&Q(a))} (156)
T > T T >

Observatie: O metoda rapida de estimare a f.d.s.p. implici medierea
temporala:

2
<Sxx(w)>T=%jX(t)-e—iwt.dt =M (157)
T

care se mai numeste periodograma procesului. De fapt integrala reprezinta
transformata Fourier; amplitudinea patratului transformatei Fourier este
densitatea spectrala de energie, iar 1/T este factorul de conversie de la
spectrul de energie la spectrul de putere. Urmatoarea teorema este foarte
importanta Tn analiza semnalelor:

Teorema (Wiener-Hincin): Functia densitate spectrala de putere Sxx(®) a
unui proces aleatoriu X(t) si functia sa de autocorelatie sunt perechi Fourier:

Sw(@)=FRxx (r)}= [Rxx (r)-e” @7 de (158)

— o0

Rxx (7)= F_l{Sxx(w)}=% [sxx(@)-el@T-do  (159)

— 00

Relatia (71) reprezinta a doua posibilitate de estimare a densitatii spectrale
de putere. Vom denumi metoda bazata pe ec. (69) ca fiind metoda directa si
metoda bazata pe ec. (71) ca fiind metoda indirecta *°.

Funcria densitate spectrala de interacriune (de legatura)

Legatura dintre procesele aleatorii X(t) si Y(t) cu valori reale este
exprimata in domeniul frecventa prin intermediul functiei densitate
spectrala de putere de interactiune Sxy(f), definita ca transformata Fourier a
functiei de intercorelatie Rxy(t):

2 F d.s.p obtinuta prin corelatie se mai numeste si corelograma.
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o0
Sxy(a’): Iny(T)-e_JwT-dr (160)
— 0
si inversa:

o0 o0
. 1 .
Rxy ()= [sxy(f)-elor df Y [sxy(@)-elT-de (161)

— 00 — 00

in opozitie fata de f.d.s.p., care este o functie reala de variabila frecvents,
functia d.s.p. de interactiune este, in general, o functie complexa.

2.8. Proprietatile functiei densitate spectrala de putere

Densitatea spectrald de putere a unui proces aleatoriu X(t) stationar,
pe scurt spectrul lui X(t), are un numar important de proprietati:

1. Densitatea spectrala de putere este o functie nenegativa.

S ()=0, Vf e(—ooq40) (162)

2. Puterea medie (totald) a procesului aleatoriu X(t) se calculeaza cu
relatia:

Px =ElX2(0f=Rxx (0) = [8xx (@) dr= [ x ()-df (169

— 0

3. Pentru procese X(t) aleatorii cu valori reale, functia de autocorelatie are
simetrie para si, de asemenea, Functia densitate spectrala de putere este

o functie para:

Sxx (@) =S xx (~), Rxx(7)=Rxx(-7)  (164)

4. Daca procesul aleatoriu X(t) are componente periodice, atunci densitatea
spectrala de putere Sxx(w) are - in componenta sa — semnale impuls.

Cateva proprietati ale functiei densitate spectrala de putere de interactiune
trebuie retinute:
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1. Asimetrie
Sxy (f)=syx(f) (165)
2. Partea reala este o functie pari, iar partea imaginara o functie impara:
Re{va(_f )}: Re{va( f )} (166)
IM{S ¢ (= )} =—Imi{Sx ()} (167)

3. Densitatea spectrala de putere de interactiune este zero daca procesele
aleatorii sunt ortogonale:

Ry (7)=0—>Syy (f)=0 (168)

4. Daca procesele aleatorii X(t) si Y(t) sunt independente atunci:

Sxy(fF)=uy -py-o(f) (169)

2.9. Ergodicitatea proceselor aleatorii

Din punct de vedere practic, este foarte util sa se determine
parametrii procesului aleatoriu dintr-o singura inregistrare a acestuia.

Presupunem ca dorim sa estimam media procesului X(t), ux(t).
Media statistica este definita ca o medie pe multime, astfel incat prin
observarea valorilor lui X(t) in timpul mai multor realizari, putem utiliza
media acestora ca un estimat al marimii ux(t). Pe de alta parte, daca avem
acces doar la o singura reprezentare a procesului X(t), de exemplu x(t),
atunci putem calcula numai media temporala:

<x(t)>1 =T1jx(t)dt (170)
T
si sa utilizam media temporala ca un estimat al mediei statistice, px(t).

Definitie: Un proces aleatoriu X(t) este ergodic daca mediile statistice sunt
egale cu mediile temporale, in sens de medie patratica.

Definitia implica faptul ca orice medie statistica a lui X(t) poate fi
determinata dintr-o singura inregistrare a procesului X(t).
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in multe aplicatii ne intereseaza numai anumite momente statistice,
cum sunt media si functia de autocorelatie, astfel incat se va defini
ergodicitatea in raport cu aceste doua momente.

De retinut ca ergodicitatea este o conditie mai dura (restrictiva) decat
stationaritatea, astfel incat, nu toate procesele ce sunt stationare sunt si
ergodice. Mai mult, ergodicitatea este uzual definita in raport cu unul sau
doua momente statistice si procesul poate fi ergodic in raport cu momentele
considerate, dupa cum poate fi neergodic in raport cu alte momente
statistice.

in general, mediile statistice si temporale nu sunt egale, cu exceptia
unor clase speciale de procese aleatorii numite procese ergodice.

2.9.1 Ergodicitatea mediei

Un proces aleatoriu X(t) stationar este ergodic in medie (in raport cu
media), daca media temporala tinde la media statistica, in sens de medie
patratica:

Lim. <gx > =ux (171)
T >

unde L.i.m. inseamna egalitatea in sens de medie patratica, ce presupune:

1. media statistici a valorilor mediilor temporale sa tinda la media
statistica:

lim E{<;ux >T}::Ux (172)
T o>

2. dispersia valorilor mediilor temporale sa tinda la zero

lim var{< Ly >-|-}:O (173)
T >

in fig. 11 se prezinta o clasificare a semnalelor aleatorii din punctul de
vedere al stationaritatii si ergodicitatii.

in cele ce urmeaza se va presupune ci procesele aleatorii abordate sunt
ergodice.
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Aleator Stationar larg

Stationar strict

Figura 11: Clasificarea semnalelor aleatorii

2.10. Clasificarea proceselor aleatorii dupa banda de
frecventa ocupata

Un proces aleatoriu X(t) este de tip trece jos daca f.d.s.p. este zero
pentru [f|>B, unde B se numeste banda de frecventa a procesului.

Un proces aleatoriu X(t) este tip trece banda daca f.d.s.p. este zero in
afara unei benzi, asa cum se prezinta in fig. 12.

v )

B
C—Es|1=|sfc+E (174)

f
La fel ca la reprezentarea spectrelor semnalelor deterministe, s-au folosit si
frecventele negative, caz in care avem o reprezentare bilaterala. Densitatea
spectrala de putere reala, aceea care se masoara in mod efectiv, corespunde

numai frecventelor pozitive.

5D

I I
-fe-Bi2 £, -f.+B/2 0 f.-Bi2 £ f.+Ei2

Fig. 12: Procese aleatorii trece jos si trece banda
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2.11. Calculul puterii intr-o banda de frecventa

Asa cum rezulta si din relatia (64), aria cuprinsa intre f.d.s.p. si axa
abciselor este puterea totala a semnalului aleatoriu X(t). Puterea intr-o banda
finita de frecventa, intre f; si f,, 0<fi<f, , este aria cuprinsa intre abcisele -f,
si -f; la care se adauga aria de la f; la f,, asa cum se indica in fig. 13. Relatia
de calcul este:

fa
Px[fy fal=2 [sxx(f)-df (175)
f1

coeficientul 2, din fata integralei, aparand din cauza simetriei pare a
f.d.s.p?.
Exista procese aleatorii care au f.d.s.p. diferita de zero pentru orice

valoare a frecventei, cum este, de exemplu, Syx(f) =exp(-f 2 2). Pentru

asemenea procese, puterea totala intr-o banda de frecventa nu este singura
marime ce se poate folosi pentru caracterizarea procesului aleatoriu in
domeniul frecventa.

Fig. 13: Calculul puterii plecand de la f.d.s.p.

2.12. Calculul benzii efective si a benzii medii patratice

Se utilizeaza deci si alte marimi care sa arate dispersia f.d.s.p. in
domeniul frecventa. In acest sens, se defineste banda echivalentd sau banda
efectiva Besr. Pentru procese aleatorii cu medie zero si f.d.s.p. continua,
banda efectiva se defineste cu relatia :

2! Relatia de calcul depinde de modul in care este definiti f.d.s.p, unilateral sau bilateral.
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[T sxx (f )
2 max{s xx (f)}

(176)

Beff =

Banda efectiva poate fi definita in raport cu gabaritul unui filtru
trece jos: este banda de frecventa ce permite obtinerea aceleiasi puteri la
iesirea filtrului, cand la intrarea filtrului se aplica un semnal alb, asa cum se
poate observa in fig. 14. Banda efectiva este corelatd si cu masura
“dispersiei” functiei de autocorelatie, numita timp de corelatie t., definita
prin:

[ Rxx (r)dr

177
Rxx (0) ()

TCc~—

Cu cat functia de corelatie este mai larga, cu atat timpul de corelatie este
mai mare.

Daca f.d.s.p. Sxx(f) este continua si are maximumul la f = 0, se poate
demonstra relatia

Beff = (178)

2-7¢

Alta masura a dispersiei f.d.s.p. este banda patratica medie, definita ca
deviatia standard a f.d.s.p. normata la puterea semnalului:

, [Z 12 sxx (f)df

[ sxx (f)df

cu observatia ca banda patratica medie exista numai daca Sxx(f) scade mai
repede decat 1/ f 2.

off 0 B
Fig. 14: Definirea benzii efective de putere
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2.13. Descrierea perturbatiilor de banda larga

Semnalele aleatorii de banda larga au densitatea spectrala de putere
aproape constanta in banda de frecvente [0,0)0), asa cum se prezinta in fig.

15.
Rpz(t)
S o)
Ny /2 1 1
- Y / 211
@ f\\ AN T
z AV ARYANS
2 2
2 2o

Fig. 15 : Densitatea spectrala de putere a unui semnal de banda larga

Expresia densitatii spectrale de putere este

N, /2, wel-w,.w,]
0, in rest

S (@)= {
Functia de autocorelatie este

17 , 1 ¢ N,
Rxx(7)=g_|-3xx(a))'ela’fda):§J‘7°-elﬂ”da):

—

N, ¢? N
—_0 _i.(elwr)da)—_o. - (e]wof e—JWoT)
4r o 17T dr |t
N - sin :
=—2.—.2jsinw,r = w,N, - wOT:a)ONO-SInC(a)Or)
Ar |t W,T

deci,
Ry (7)=a,N, -sinc(w,7)

Punctele de intersectie T cu axa timpului se afla din conditia

o,7, =k, keZ
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si sunt
S S (184)
o, 2f,

Alta notatie, prin banda B= f,[Hz] , B="f,=w,/27 a semnalului
aleatoriu, este:

N,/2, we[-B,B]
S. (f)y=¢ ° 7 ’ 185
(1) {0, in rest (185)
Ry (7)=2-7-B-N,-sinc(2-7-B-7) (186)
S S SUP R PN (187)
o, 2B 2f,

Observatii: 1). Lobul principal al autocorelatiei are durata

1 1 1 . )
T= E + E = § , ceea ce aratd ca autocorelatia in semnal este cu atat mai

mica, cu cat banda de frecventa este mai mare.
2). Fie un semnal cu esantioane centrate pe zero, deci cu medie nula. Pentru
a obtine esantionare necorelate, trebuie sia se esantioneze cu perioada
r- L

2B
3). Daca banda tinde la infinit se obtine un semnal idealizat numit zgomot
alb cu densitate spectrala de putere constanta. Functia de autocorelatie a
zgomotului alb este

1 TN, N, © . N
R == [2-eledp=-—2 |el*do=—2"5 188
(7)o [Sreido =t fedo =2 o(e) (189

—00

Asta inseamna ca doua esantioane la momentele de timp diferite, fie t; si t,
sunt necorelate oricat de apropiate ar fi, asa cum se prezinta in fig. 16.
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Bap(t)
S ()

Ny /2

&)

Fig. 16: Densitatea spectrala de putere si functia de corelatie a zgomotului alb

2.14. Descrierea perturbatiilor de banda ingusta

Semnalele de banda ingusta au banda de frecventa, B, concentrata in
jurul unei frecvente centrale g, cu B << mg, asa cum se arata in fig. 17,

unde s-a reprezentat densitatea spectrala de putere in reprezentare bilaterala.
Functia de autocorelatie este

1 % _
Rax (1) = [ Sxx(@)-el*da (189)

Prin schimbarea de variabila o =®— g, cei doi lobi ai reprezentarii

bilaterale se transforma intr-un singur lob si se obtine densitatea spectrala de
putere de joasa frecventd, s().
Se poate demonstra relatia:

R (7)= RxxC(T)'COS(on) (190)

deci, un semnal cosinusoidal de pulsatie mg modulat in amplitudine de

autocorelatia semnalului cu d.s.p. transpusa la joasa frecventa. Alura
corelatiei este reprezentata in fig. 18.
In sistemele de telecomunicatii cu modulatie in amplitudine, Rxx(t) este

autocorelatia semnalului modulator.
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Sprim)

(o)

B
Fig. 17 : Densitati spectrale de putere pentru semnale de banda ingusta:
in reprezentare bilaterali si translatata la frecvente joase, S(®)

Rgz(t)

I
0.5
N T
-1 1 b | 1
0

Figura 18 : Autocorelatia semnalului aleator de banda ingusta

Exemplu: Se considera trei semnale: s,(t) de forma sinusoidala, s,(t) de
forma dreptunghiulara si S,(t) egal cu produsul primelor doui. In partea de
jos a figurii s-au reprezentat functiile de autocorelatie ale semnalelor. Se
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observa ca functia de autocorelatie a semnalului S;(t) este un cosinus
modulat in amplitudine de autocorelatia semnalului s, (t) .

s1it) s2(t) s3(t) = s1(t) . <20t
1 1
0.5 0.5
0 0
0.5 0.4
1 1
0 0z 0.4 0 0z 0.4
1 150 100
rsls1(t) rs2s2(t) rs3s3(t)
0.5 100
50
0 a0
0
Rk 0
-1 -50 -50

0 100 200 30 0 100 200 300 0 100 200 300
Autocorelatia semnalelor de banda ingusta

Exercitiu_(1): Fie X(t) si Y(t) doua procese ortogonale cu densitatile
1-|f|, [fl<1
spectrale de putere Sy, (f)=S,, (f)= | | | |
0, altfel
procesul Z(t)=Y(t)— X(t—1). Sa se calculeze si sa se reprezinte grafic
densitatea spectrala de putere a semnalului Z(t).

. Se considera

Solutie: Se calculeaza — mai intai — functia de autocorelatie

R,,(7)=E{Z(t)Z(t+7)}=E{Y(t)- X(t-D)]-[V(t+7)+ X(t+7-1)]}=
=E{V(t)-Y(t+72)}+E{N(t)- X(t+7-1)}+ E{X(t-1)-Y(t+7)}+
E{X(t-1)-X(t+7-1)} =Ry (7)+ Ry (7 =1)+ Ry, (z +1)+ Ry (7) =
=Ry (7)+ Ry (7)

intrucat, pe baza ortogonalitatii, avem
Rix (1) =Ry (1) =0, Vz

in baza relatiei Wiener-Hincin, se poate scrie
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S,(f)= F{Rzz(f)}: F{RYY(T)+ Rxx(f)}: F{RYY(T)}"' F{Rxx(f)}:
:SYY( f )+Sxx( f)

Pentru reprezentarea grafica se traseaza individual cei doi membri din
relatia de mai sus si se sumeaza punct cu punct, cu rezultatul din fig. de mai
jos.
S::{ﬁ
A

(]

»
-1 0 +1

Exercitiu (2):  Fie X(t) si Y(t)=X(t-T) doua procese SSL cu functia de
autocorelatie Ryy (7) si densitatea spectrala de putere Syx (f) cunoscute,
jlar T este o constanta. Sa se calculeze densitatea spectrala de putere de
interactiune Sxy (f) in functie de Syx (f).

Solutie: Densitatea spectrala de putere de interactiune este
Sxy (f)=FRxy (1)} = FEEXO)Y t+0)f} = FE{XO) Xt -T + )} =

= F{Ryx (r=T)}= [Rxx (r-T)e™1“7dr
Facand schimbarea de variabila z—T =t, cu dz =dt, rezultaz =t+T si

Swi(f)= IRxx (t e Ddt =it '[Rxx (telordt=eTS,, ()

deci o modificare a spectrului de faze. Intarzierea semnalului nu modifica
spectrul de putere.
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Exercitiu_propus: Fie un semnal zgomot alb N(t) de banda limitata cu

No
densitatea spectrala de putere Syy (@) =4 2 |a’| <2-7z-B

0, altfel

un parametru cu semnificatie de cea mai inalta frecventa. Sa se calculeze
frecventa de esantionare pentru care esantioanele prelevate sunt necorelate.

, unde B este

2.15. Procese aleatorii discrete in timp (secvente aleatorii)

Marea majoritate a proceselor aleatorii din practica sunt discrete, in
timp si amplitudine. Denumirea corecta este de secvente (serii) aleatorii
discrete (in amplitudine). Din punct de vedere probabilistic, considerarea
discretizarii in amplitudine conduce la necesitatea considerarii variabilelor
aleatorii discrete, asa cum se prezinta in (Munteanu si Tarniceriu, 2005).
Ca urmare, functiile de repartitie si densitatile de probabilitate se modifica
in mod corespunzator, devenind - din functii continue - functii discrete. In
continuare, se vor prezenta numai cele mai folosite marimi statistice folosite
si-n cazul continuu.

Procesele aleatorii continue in timp, prin esantionare, se transforma
in procese aleatorii discrete in timp sau secvente (serii) aletoare. Dupa
valorile amplitudinilor, secventele aleatorii pot fi continue sau discrete,
dupa cum valorile sunt intr-un interval sau intr-o multime finita de valori.
Notatia consacrata este X(n), cu n numar intreg reprezentand numarul
perioadei de esantionare, deci n=0,1,...,N. Valoarea medie a secventei
aleatorii X(n) este

X(n)=E[X(n)]=y(n) (191)
Functia de autocorelatie a secventei aleatorii reale, X(n), este?
rxx(nl’nz):E[X(nl)'x(nz)] (192)

Functia de autocovarianta a unei secvente cu valori reale este

Cox (NN, ) = E[(X(Ny) = 1 (0, ) - (X (N, )= 1 ()] =

= (N3N, ) =y (N ) - 41 (N )
Daca secventa X(n) este stationara (in sens larg), atunci

(193)

22 Se folosesc litere mici pentru vectori si litere mari pentru matrici.
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1). Media nu depinde de timp:

X =E[X(n)]= uy = const. (194)

2). Functia de autocorelatie si covarianta depind numai de diferenta
momentelor de timp:

rxx(n1n+k):rxx(k)zcxx(k)"‘/u)z( (195)

Observatie: Proprietatile functiilor de corelatie si de intercorelatie ale
proceselor aleatorii se pastreaza si-n cazul secventelor aleatorii.

Fie x(n) un vector coloana cu cele N valori ale secventei X(n), X(n-1), ...,
X(n-N+1):

x(n)=[X(n) X(n-1) .. X(n=N+1] (196)

Se defineste matricea de autocorelatie a secventei prin

Rux =R = E[X(n)'XT(n)]:
r,(0) r, (1) o T (N-1)

(D) (0) . (N-2)| (197

rxx(—.l'\.l +1) r,(-N+2) r,(0)

re(0) (1) .. r(N-1)
(1) 1 (0) . (N=2)

rxx(l-\.ll—l) r,(N—-2) r,(0)

Proprietatile matricei de autocorelatie:

1). Elementele de pe diagonala principala sunt egale.

2). Transpusa matricii de cutocorelatie este ea insasi, pe baza proprietatii de
simetrie a functiei de autocorelatie:

R™ =R (198)
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3). Matricea R este Toeplitz, adica elementele de pe diagonala principala
sunt egale si toate elementele de pe oricare alta diagonala, paralela cu cea
principala, sunt egale.

4). Matricea de corelatie a unei secvente stationare este pozitiv semidefinita

a"-R-a>0, Vcoloana a=0 (199)

Exemplu:
y=[ 23251 -1.8581 3.3628 3.3186 -1.8346];

ryy =[-0.8531 2.2250 -0.9034 -1.0995 6.9092 -1.0995 -0.9034 2.2250
-0.8531];

Ryy =
6.9092 -1.0995 -0.9034 2.2250 -0.8531
-1.0995 6.9092 -1.0995 -0.9034 2.2250
-0.9034 -1.0995 6.9092 -1.0995 -0.9034
22250 -0.9034 -1.0995 6.9092 -1.0995
-0.8531 2.2250 -0.9034 -1.0995 6.9092

2.15.1. Calculul mediilor temporale a unei secvente aleatorii

Fie multimea valorile inregistrate pana la momentul de timp (N-1),
{X(0), X (),..., X(N -1)}?, dintr-un interval de timp T. Valorile medii
temporale se calculeaza cu relatiile:

1.Valoarea medie temporald

R A=
#T(n)=<xT(n)>=,!‘|£|1WZX(I) (200)
i=0
Pentru secvente aleatorii stationare avem

pr () = gy (201)

2 Formulele pot fi definite similar si pentru secventa {X(n), X(n-1),..., X(n-N+1)}.
Considerarea numerotarii directe conduce la o simplificare usoara a expresiilor de calcul.
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2. Valoarea medie patratica temporala:

(X(n)?). =Linl%’§X2(i) (202)

3. Functia de autocorelatie temporald

N-1
Foc, (Mn) = lim <> X (i-+m)X (i 1,) (203)
i=0

Pentru semnale stationare, rxx depinde numai de diferenta indicilor
k =ny —m, deci

ruuT(k)=,Lim%Nz‘fX(i)X(i+k) (204)

4. Functia de autocovariantd temporald

CxxT(nl’nz )=

lim iNf[X(i+nl)—yT(i+nl)]-[X(i+n2)—uT(i+nz )] 209

N—x© =0

Pentru semnale stationare, depinde numai de diferenta indicilor k =n, —ny,
deci

Cor, (K) = liM S [X (D) =g X (k)= a1 ] (206)

—>0 N i—0
2.15.2. Functia de autocorelatie a secventelor binare aleatorii

O secventa binara aleatorie este formata dintr-o succesiune de
impulsuri dreptunghiulare de durata A, sau multiplu de A, cu amplitudini
numai din doua valori egal probabile, si independente de valorile anterioare.
Fara a afecta generalitatea, se poate considera ca valorile egal probabile sunt
+1 i -1, asa cum se prezinta in fig. 19.
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L1 1] 1 0 1 1] 0 1 0

XD LT,
! 1
1 } 1
A iy : |
2 @ i Eq

0 : —

7 £ I T VR Vi

Ak : }

Fig. 19: Realizare particulara a unei secvente binare aleatorii

Secventele binare aleatorii se modeleaza prin procese aleatorii
discrete in amplitudine. Momentele de timp in care pot avea loc tranzitii se

numesc noduri si sunt reprezentate in fig. 19 prin Ty,T5,... < Ts. Expresia®*
functiei de autocorelatie este

1—1 T<A 1—m |z'|<A
Ry (7)= A = A’

0, T2A 0, |T|2A

(207)

1.5 T T T T T T T T T
Ry (T)
1 - _
h=3
nsf |
- A=1 .
0 I I I I ol I

5 4 3 2
Fig. 20 : Functia de autocorelatie a unei secvente binare aleatorii

Observatii: 1). Se observa proprietatea de paritate a functiei de
autocorelatie.

2 Calculul detaliat este prezentat in Anexa.
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2). Intrucat autocorelatia nu depinde de originea timpului, rezulti ca
semnalul aleatoriu binar analizat este stationar in sens larg. Pe masura ce
intervalul A se micsoreaza, functia de autocorelatie se apropie de un impuls
Dirac care caracterizeaza zgomotul alb.

2.15.3. Densitatea spectrala de putere a secventelor binare
aleatorii

Densitatea spectrala de putere a secventei binare aleatorii se deduce
folosind teorema lui Wiener-Hincin:

S ()= TRXX(1)~e‘j‘”TdT = TRXX(r)-COS(a)r)-dT (208)

intrucat densitatea spectrala de putere este o functie reald. Mai departe, prin
prelucrari simple, se obtine:

0 A— A _
S, (@)= jﬂ-cos(m)-drz 2j¥-cos(wr)-dr -
- ° (209)
A 2 A
= ZJ.COS(a)z')-dr——J.z'-COS(a)r)~dz'
0 A 0
Considerand metoda de integrare prin parti, Se poate scrie:
cos(wr )= [M} (210)
w

si* S, (w) cureprezentarea grafica din fig. 21.

*1-cosa = 2sin’(a/2)
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Sy (@)= 2J‘|:S|n(a)2')} dr—%ir-[—sm(wr)}-dr:

0 w
A i s
:2.S|n(a)r) 2 Tsm(a)r) J-sm(a)r) dr
o [0 A o |0 3
. A . A A
_o. sin(wr) _gr‘sm(wr) +£jsm(wr) dr
o |0 A o [0 Ay o
A
:E(sina)A—O) 2 —~(AsinoA—0)+ sz [~ cos(wr)]-dz = (211)
® @A "
2 2 wA
= cos(wA) —1)= 2sin’ — | =
a)z( (@A) ) Aw? { 2 }
sina)—A 2
A 2 :A'sincz(w—Aj
oA 2
2
Densitatea spectrala de putere se anuleaza in punctele
A
P2 ik > o, = ik%”, k=123,.. (212)
& T T T T T
| Szl |
u_ ' ' ' ' ' o]
4ro w0 o 4m
A A A A

Fig. 21: Densitatea spectrald de putere a semnalului binar aleatoriu
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2.15.4. Secvente binare pseudo-aleatorii periodice

Secventa este formata dintr-o succesiune de impulsuri rectangulare
de duratd elementara A sau multiplu de A. O astfel de secventa este
prezentata in fig. 22. Un interval elementar de timp corespunde unei valori a
unei variabile aleatorii binare cu alfabetul {0,1}. O secventa pseudoaleatorie
periodica se obtine la iesirea unor registre de deplasare avand conexiunile
de reactie intocmite dupa polinoame primitive?.

Tact

Secventa binara pseudoaleatoare (GSPA)

'
-l - - - -—- L R B T -
'
i

11 of1]o of1 1i1fof1f[0i0]|1
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[2 ) .

[+ )] .

—
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Fig. 22: Secventa pseudoaleatorie de lungime 7.

Prin lungimea (perioada) unei secvente, notata in continuare cu n, se
intelege numarul de simboluri dupa care secventa se repeta.

Secventele binare pseudoaleatorii sunt secvente binare, care prin
structura si proprietatile lor se apropie de secventele aleatorii. In primul
rand, secventele pseudoaleatorii au o lungime n finita, deci sunt repetabile.
Pentru o aplicatie la care se foloseste o portiune dintr-o secventa
pseudoaleatorie, de lungime mai mica sau cel mult egala cu perioada
secventei, se poate considera cd portiunca aleasd este aleatorii. Alte
proprietati sunt prezentate in Anexa.

Cele mai simple circuite numerice pentru generarea secventelor
binare pseudoaleatorii sunt registrele de deplasare cu reactie. Astfel, pentru
a genera o secventa binard de lungime n, este nevoie de un registru de
deplasare cu minimum m celule binare, dupa relatia:

n<oM-1 (213)

% Vezi "Transmisia si codarea informatiei”, capitolul “Registre de deplasare cu reacfie”.
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Avand in vedere caracterul periodic al secventei, T=n.4, si Functia de
autocorelatie va fi periodica, de aceeasi perioada. Functia de autocorelatie se
calculeaza ca medie temporala cu relatia:

Rxx(r):%_T[SPA(t)-SPA(t+r)dr _

L 1-@(1+1], o @19
=—AJ'SPA(t)-SPA(t+r)dr= AL
8% 2 A<l s(n-1)A

si cu reprezentarea din fig. 22.
SPA L gQix) = 1+x+xd

1 T T
0.5 E
ok 4
0.5+ E
ERS : . 4
2 4 4] o] 10 12 14
SPA: functia de autocore atie
1
estimata
osl — teoretica
op /\\ //\\ -
fzw
_05 1 1 1 1 1
-15 -10 -5 ] 5 10 15

Fig. 23: Functia de autocorelatie a unei secvente pseudoaleatorii periodice
Secventa generata este:

SPA=[ O 1 1 1 1 0 O O 1 0 O 1 1 0 1]

practica, se prefera adesea conversia simbolurilor logice {0,1} in niveluri de
tensiune {1,-1}. Se obtine semnalul binar pseudoaleatoriu:

SPAN=[1 -1 -1 -1 -1 1 1 1 -1 1 1 -1 -1 1 -1]
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Functia de autocorelatie a unei secvente pseudoaleatorii periodice este cu
atat mai apropiata de functia unei secvente aleatorii binare, cu cat lungimea
secventei n este mai mare. Secventele pseudoaleatorii pot fi considerate cu
buna aproximatie zgomot alb la intrarea unor circuite®®, daci perioada
acestora T=n.A este de cel putin 10 ori mai mica decat cea mai mica
constanta de timp ce caracterizeaza circuitul respectiv.

2.15.5. Expresii practice pentru estimarea momentelor
semnalelor discrete

Se considera o secventa binara finita cu valorile
{X(@),X(2),.., X(N)}. Se pune problema estimarii momentelor statistice

ale variabilei discrete X folosind cele N valori disponibile. Se foloseste
termenul de estimare intrucat calculul exact al momentelor ar presupune
cunoasterea tuturor valorilor secventei, ceea ce practic este imposibil fiindca
numarul de valori disponibile este intotdeauna finit.

1. Estimarea mediei: Media uyx a unei secvente aleatorii se estimeaza cu
media aritmetica:

— 1 &
=X = WZX (215)

i=1

Mai rar, se mai folosesc estimatoarele

Hx = _(xmax +X min) (216)

si mediana, adica valoarea secventei care are probabilitate 0.5:

F (X] X\ Xy oo Xy, ):1 (217)

X/ %X X0 Xy 2

2. Estimarea dispersiei: Dispersia 0)2( a secventei aleatorii X se estimeaza
cu relatiile:

63 =2 (X, —4) (218)

sau, daca media nu se cunoaste,

% Sisteme dinamice, in general.
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&2 = ﬁ_l(x _Xf (219)

3. Estimarea covariangei: Covarianta oy Se estimeaza cu relatia

N

O xy Z%Z(Xi — Hyx )'(Yi _ﬂv) (220)

i=1
daci se cunosc valorile reale (adevarate) ale mediilor. In caz contrar, prin

1

éXY:N 1£

ix — iy )-(Y, = 41,) (221)

4. Estimarea autocorelatiei

Cu n valori se poate estima Rxx(k) pentru valori ale lui k mai mici decat n,
adica:
. 1 N—k-1
RP(k)=—— ) X(i)-X(i+k), k=01,..,n-1 (222)
XX N _ k —
Acesta este echivalent cu trunchierea estimatorului pentru |k| > N, asa cum

se arata in fig. 24. Pe masura ce k — N, numarul de puncte folosite in
estimare scade din ce in ce mai mult pentru a estima Rxx(k) si de aceea se

face normarea la (N-K) si nu la N. Estimatul R()?X (k) se numeste nedeplasat
(biased).
Alt estimator (tot deplasat) foloseste relatia

N—k-1

<2>(k)_ zx(.)x(.+k) k=01,..,N-1 (223),

insa are o precizie de estimare mai mica catre capetele intervalului. Legatura
dintre cele doua estimatoare este data de un factor (N —k)/N :

N-k

(2)(k) ‘”(k) k=01..,N-1 (224)
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o]

R, () :

voaall ole 1T
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Truncation Hetimation Truncation

=

A+ A1

Fig. 24: Trunchierea estimarii functiei de autocorelatie

5. Estimarea densitarii spectrale de putere

5.1 Estimarea indirecta (via corelatie). Densitatea spectrala de putere se
estimeaza indirect cu estimatul Sy (f):

N n-1 )
SO(@)= Y Ry (k)-eok, |f|<% (225)
k=—(n-1)

unde
1 n—-k-1

FA{XX(k):—k D X(i)-X(i+k), k=012,.,n-1 (226)
n—K o
este estimatul autocorelatiei, definit in sectiunea anterioara. Reprezentarea

(121) in domeniul frecventa se numeste corelograma.

5.2_Estimarea directd (cu periodograma via DFT): Se foloseste relatia
directa

A 1 2
S (@)= N'TS‘XF(a})‘ , ol <7 (227)
unde X () este transformata Fourier a secventei de date,
0 N-1
Xe(w)=> X(i)-eo =Y X(i)-ei (228)
i=—0 i=0
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Estimatul S()i)( (f), definit de relatia (140), se numeste periodograma
secventei de date X (1), X (2),..., X(n).

Exemplu: Sa se calculeze si sa se reprezinte grafic estimatoarele densitatii
spectrale de putere pentru secventa obtinuta din semnalul
X(t)=(1+0.8*m(t))-sin(et)+(1+0.8m(t))-cos(w,t),
cu
m(t)=sin(2-7-20-t)

Solutie: S-au implementat doua estimatoare pentru densitatea spectrala de
putere, dupa ecuatiile (121) si (122). Ambele au fost comparate cu rezultate
generate de o functie specializata Matlab pentru estimarea dsp. Rezultatele
din figura sunt obtinute prin trei metode. Codul sursa pentru estimatoare
este prezentat in Anexa 2.

Direct method Indirect method Matlab result
1 01 0.24
0.8 0.08 02
06 0.06 0.14
04 0.04 01
0z 0.02 0.05
0 500 0 500 0 500

T T T T T T T
0.4 Indirect (Eq.7) I
03l — Direct (Eq.10)

_ Matlab periodogram

0.1 -

1 1 1 1 1 1
90 95 100 105 110 115 120 125
F[Hz]

Estimdri ale densitatii spectrale de putere a secventei X(k)

Exercitiu propus:

Fie secventa aleatorie

x=1[0.294, -1.336, 0.714, 1.623, -0.691, 0.858, 1.254, -1.593, -1.441, 0.571]
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Sa se calculeze media, dispersia (2 relatii), functia de autocorelatie (2
relatii) si densitatea spectrala de putere (2 relatii) si — dupa caz — sa se
reprezinte grafic. (Indicarie: Pentru autocorelatie si dsp se pot scrie/folosi
programe (Matlab) pentru calcul si reprezentare grafica).

Concluzii

Multimea de semnale reprezentata prin X(t) = {X (k)(t), Kk :1,2,...} este

proces aleatoriu si X(k)(t) este o realizare a procesului aleatoriu, deci un

semnal aleatoriu. Pentru o valoare fixata a timpului, se obtine o serie de
timp cu valori aleatorii, deci o0 variabila aleatorie data de valorile realizarilor
procesului la momentul de timp considerat.

Diferenta dintre o variabila aleatorie si un proces aleatoriu este ca
ultimul contine mai multe variabile aleatorii, ca urmare a evolutiei in timp a
acestora.

Asemanarea dintre o variabila aleatorie si un proces aleatoriu este ca
ambele au acelasi model probabilistic (aceeasi lege de repartitie a
probabilitatii).

Stationaritatea joaca un rol important in descrierea proceselor
aleatorii si descrie invarianta in timp a anumitor proprietati statistice ale
procesului aleatoriu. Exista doua tipuri de stationaritate: in sens strict (SSS)
si in sens larg (SSL). Un proces aleatoriu este stationar in timp sau stationar
in sens strict (SSS) daca toate functiile de distributie ce descriu procesul
sunt invariante (nu se modificd) la o translatie a axei timpului. Un proces
aleatoriu X(t) este stationar in sens larg sau stationar pana la ordinul doi,
daca media sa este constanta si functia de autocorelatie depinde numai de
diferenta de timp.

Functiile de corelatie caracterizeaza procesul aleatoriu in domeniul
timp. Cu cat procesul aleatoriu are valori mai independente, cu atat functia
de corelatie are un maximum mai pronuntat. Functia de autocorelatie a
proceselor SSL are proprietatile urmatoare: depinde numai de diferenta de
timp, este maxima in origine, este o functie para, tinde la o constanta, cand
T —> o0, si este continua in origine. Functia de intercorelatie a proceselor
SSL are proprietatile urmatoare: depinde numai de diferenta de timp, este
marginita superior, are un singur maxim, si este asimetrica.

Marea majoritate a proceselor aleatorii din practica inginereasca sunt
discrete, in timp si amplitudine. Denumirea corecta este de secvente (serii)
aleatorii discrete (in amplitudine). Momentele statistice se calculeaza cu
relatii similare celor din cazul timp continuu.
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Cuprins
Descrierea statistica a canalelor continue
Descrierea timp-frecvensa
Calculul mediei iesirii canalului
Calculul autocorelatiei iesirii canalului
Calculul functiei de corelatie dintre iesirea si intrarea canalului
Functia densitate spectrala de putere a iegirii canalului
Puterea medie a iesirii canalului
Banda echivalenta de zgomot
Descrierea informarionala a surselor continue
Surse continue de informayie
Informatia semnalelor continue discretizate
Entropia surselor continue
Entropia surselor continue limitate /n amplitudine
Entropia surselor continue de putere limitata
Descrierea informationala a canalelor continue
Capacitatea canalului continuu
Capacitatea canalului aditiv
Capacitatea canalului aditiv cu zgomot alb aussian
Valoarea maxima a capacitatii canalului continuu
Concluzii

3.1. Descrierea statistica a canalelor continue
3.1.1. Descrierea timp-frecventi a canalelor continue

Canalul de transmisiune se considera liniar, constant in timp, fara
memorie si cauzal. In domeniul timp, relatia intrare-iesire ce caracterizeaza
un sistem liniar, invariant in timp, avand la intrare semnal determinist X(t),
este o integrald de convolutie:

y(t)= jx(r)-h(t-r)dr: Ix(t—r)~h(r)dr:x(t)*h(t) (229)
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unde h(t) este raspunsul la

it impu'ls” 'al' .circuitului, in
conditii initiale nule.

xft) Y Pentru sisteme
—  CANAL  ——= cauzale  stabile  sunt

Afw) M adevarate relatiile:

Hiw) ©
Fig. 1: Canal continuu de transmisiune I|h(r)}dr <o (130)
— Q0
si

h(r) =0, 7 <0 (cauzalitate) (221)

In domeniul frecventa, legatura intrare-iesire este exprimata prin relatia:

Ye(@)=H(@) X:(@) (232)

Prin indicele F s-a indicat ca respectivele marimi sunt transformate Fourier,
iar y(t) si Ye(w) sunt perechi Fourier ca si perechea {x(t),Xg(w)}.

Cand la intrarea canalului se aplicd un proces aleatoriu X(t), iesirea
canalului va fi:

Y(t)= jX(f)-h(t—r)drzjxa—f)-h(r)dr:xu)*h(t) (233)

— 00 — o0
Relatia (233) trebuie citita in termeni de realizari ale proceselor aleatorii.
3.1.2 . Calculul mediei iesirii canalului

Presupunem un proces aleatoriu X(t) cu valori reale, aplicat la
intrarea canalului. Folosind proprietatea de liniaritate a operatorilor de
integrare si de mediere, se pot scrie relatiile:

ay (1) =EY ()} =E{X()*h(t)}=E] [X(t-=7)h(z)dr =

— 0

(234)

= [EX(t-z)ih(r)dr= [uy (t-7)-h(r)dz

— 00 — 0
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Daca procesul aleatoriu X(t) este stationar in sens larg, media nu
depinde de timp, astfel incat relatia anterioare devine:

py ()= [uy -h(e)de=py - [h(z)dr=uy -H(O) (239)
Deci - -
py =y -H(0) (236)

Se constata ca media procesului Y(t) nu depinde de timp.
3.1.3. Calculul autocorelatiei iesirii canalului

Presupunem un proces aleatoriu X(t) cu valori reale, aplicat la
intrarea canalului. Folosind proprietatea de liniaritate a operatorilor de
integrare si de mediere, functia de autocorelatie a iesirii canalului este:

Ryy (t1.t2)=E{ (t1)-Y(t2)}=

-Ey | fX(t1—r1)h(r1)x(t2—rz)h(TZ)dfldTZ =

— 00— 00

< 237
= [ [EX(t1-r)X(t2-22)(z1)N(r2)dr1d 72 = (@37)

— 00— 00

o0 O
= [ JRxx (t1-r1t2=r2)h(r)h(r2)dr1dr2

— 00— 0

Daca procesul aleatoriu X(t) este stationar in sens larg, autocorelatia
depinde numai de diferenta de timp, astfel incat relatia anterioara se
simplificd astfel:

Ryy (t1t2)= | [Rxx [(t2—t1)—(z2-r)(z1)h(r2)dr1d72 (238)

— 00— 00

Intrucat integrala nu depinde decat de diferenta de timp tp-t;, autocorelatia
Ryy(t1, t2) va fi de asemenea dependentd numai de diferenta de timp to-t;.
Considerand notatia T = t; - t; rezulta:
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Ryy (£)= [ [Rxx [r=(r2-7r1)]-N(r1)-N(r2)-dr1dro=

- f DERXX(T+Tl_72)'h(12)'dTZ]h(ﬂ)drl: (239)
= J-[RXX(T+71)*h(T"'Tl)]'h(Tl)dT]_:RXX(T)*h(z‘)* h(—Z')

Relatia finala este
Ryy (t)=Rxx (t)*h(t)* h(-r) (240).

Se constata cd autocoretatia iesirii canalului depinde numai de diferenta
momentelor de timp. Se poate formula concluzia: procesul aleatoriu de la
iesirea canalului, Y(t), este stationar in sens larg daca procesul aplicat la
intrare este stationar in sens larg.

Exercitiu 1: Fie un canal de transmisiune cu modelul RLC din figura
alaturata. La intrarea canalului se

_il_ﬁ_ aplica un proces aleatoriu X(t)
stationar in sens larg cu media
X0 c= T oy, =2 si autocorelatia

Ry (7)=4+exp(-2z]). Si se
calculeza media si densitatea
spectrala de putere la iesirea canalului, S, (®).

Solutie: Functia de transfer a canalului
~_Y(o) 1/ jaC _ 1
X(w) R+ joL+1/joC joRC -w’LC +1

Media iesirii este
ty =H@Q)-py =1.2=2

Densitatea spectrala de putere la iesirea canalului

Sy (@) =[H (@) - S (),
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unde
. 1 1
H(o) =H(0) Ho) = T =
1-w°LC + JoRC 1-w*LC - JowRC
1

" 1- @?LC + (@RC)’

Densitatea spectrala de putere la intrarea canalului este

{ }+Oo —jor, *% -2t} —jor
SXX(a))zFRXX(r)z | RXX(T)-G dr= [ |4+e e dr =
-0 -
+o0 . 0 . +0 .
R L P Y B L P B L P
—a0 - 0
(2—]0))1" 0 —(2+ja))f‘
e e © 1 1
= 4.-278() + - ‘_OO— i ‘0—4-27z§(a))+Z_jw(l—O)—z_jw(O—l)_
4
=4-216(w) +
() 4+ @*
Rezulta

1 4
S,y (w) = 87o(w) +
(@) l—a)zLC+(a)RC)2[ (@) 4+a)2J

3.1.4. Calculul functiei de corelatie dintre iesirea si intrarea
canalului

Functia de corelatie a procesului aleatoriu de la iesire Y(t) cu
procesul aleatoriu de la intrare X(t), ambele stationare in sens larg, este:

Ryx ()= E{Y ()X (t+7)}=E{ [X(t=zp)h(r1)X(t+7)dry =

= [EX(t-r)X(t+0)(z1)dr1= [Rxx (z+70h(z1)dr1 = (241)

= Rxx (=7)*h(-7) = R (7)* h(-7)

Rezulta
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R (7) =R (7)*h(-7) (242)

Functia de intercorelatie dintre procesul X(t) si Y(t) este:

Rxv(7) =R (—7)=Rux (—7)*h(7)=Rxx (7)*h(7) (243)
deci, relatia finala:

Rxr(7)=Rxx(z)*h(7) (244)

3.1.5. Functia densitate spectrala de putere a iesirii canalului

Aplicand transformata Fourier relatiei (241) se obtine, in baza
teoremei Wiener-Hincin, densitatea spectrala de putere a iesirii:

Syy (@) =3 xx (@)-|H(o)? (245)

Relatia este foarte importantd in analiza frecventiald a canalelor “atacate” de
procese aleatorii. Relatia arata ca o componenta spectrala aplicata la intrare
este modificata proportional cu patratul modulului functiei de transfer la

frecventa considerata. Din acest motiv, |H (a))|2se mai numeste functie de

transfer in putere, fiind raportul a doua densitati spectrale de putere.

Relatia dintre functia densitate spectrala de putere de interactiune
Syx (w) si functia de intercorelatie Rxx(7) se obtine in mod similar, plecand
de la relatia (244):

Syx (@) =S xx (@)-H* () (246)
unde H*(w) este conjugata lui H(w).

Relatia dintre functia densitate spectrala de putere de interactiune

Sxv(w) si functia de intercorelatie Rxx(7) se obtine plecdnd de la relatia
(232):

Sxy (@)=Sxx (@) H(w) (247)
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3.1.6. Calculul puterii medii la iesirea canalului

Valoarea puterii medii la iesirea canalului, Y(t), disipata pe o
rezistenta unitara, este egala cu valoarea patratica medie a iesirii canalului.
Valoarea patratica medie se calculeaza cu relatia

E{y2(t)}= Rw(0) =

1 % 1% (248)
=Z_jsw(w)-dwzZ_jsxx(w)-m(w)ﬁdw

3.1.7. Banda echivalenta de zgomot

Filtrele electronice se utilizeaza pentru atenuarea semnalelor
nedorite si a zgomotelor si pentru selectarea semnalului util. In aplicatiile
practice se folosesc functii de transfer care se abat de la forma ideala, asa
cum se indica in fig. 2. Din punctul de vedere al benzii de frecventa se
foloseste cel mai des banda la 3dB, ce corespunde cu jumatate din puterea
semnalului de la intrare.

In general, banda de frecventi poate fi definita si la un alt nivel de
putere sau la indeplinirea altor restrictii. De exemplu, se poate calcula
banda By pentru care filtrul real si filtrul ideal produc aceeasi putere la
iesire, cand sunt excitate de acelasi semnal de intrare.

Fie un filtru trece-jos ideal, la intrarea caruia se aplica zgomot alb,
deci un proces aleatoriu cu densitate spectralda de putere constantd, de
exemplu No/2, pentru toate frecventele. Puterea medie la iesirea filtrelor
este:

it I|H(60)| do, pentru filtrul real
P, = E{YZ(I)}: 2 oz 249)

N_.i.||-|(o)| -2(278B,,), pentru filtrulideal
2 2z
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2
[HDI
filtru ideal

2
[ELE
filtru real

Artt egale

Fig. 2: Caracteristicile spectrelor de putere ale filtrelor ideale si reale
Egaland puterile de iesire ale celor doua filtre, se obtine

o0
Bu= [[H(0)do [4z|H(0) (250)
— 00
Valoarea By, astfel calculatd, se numeste banda echivalenta de zgomot. Din

punct de vedere grafic, banda echivalenta de zgomot este abscisa pentru
care ariile de sub curbele filtrelor real si ideal sunt egale.

3.1.8. Metoda de calcul a integralelor functiilor rationale

Evaluarea integralei (250) de mai sus, cu exceptia unor cazuri
simple, este o problema dificila, din cauza caracterului rational al functiei de
transfer. Metoda care se descrie in continuare se numeste metoda
factorizarii spectrale si permite calculul rapid al integralei pe baza unor
rezultate tabelate. Astfel, daca se face ipoteza ca Rxx(t) poate fi exprimata
ca o suma de exponentiale complexe, deci S,, () va fi o functie rationala

de o, atunci evaluarea integralei este simplificata. Intrucat S,, (w) este o
functie para, se poate scrie sub forma:

_a(s)-a(-s)

" b(s)-b(-s) (D)

S xx (S)

unde a(s)/b(s) are toti polii si zerourile in partea stinga a planului S si a(-
s)/b(-s) are toate radacinile in semiplanul drept. Nu se admit radacini
complexe ale lui b(s) pe axa imaginara. Aceeasi descompunere se considera

115



Prelucrarea statistica si informationald a semnalelor

si pentru factorul ce contine pe H(w). Prin schimbarea de variabila
S= jw= j-24 puterea medie totala este

joo
Ely (t)}_Zﬂi_Ld(s)-d(—s)dS (252)
unde s-a considerat:
o(s)-o(-s) _ N
m—Sxx(w) H(w) -H (w)a)=§ (253),

J

jar c(s) si d(s) contin toate radacinile din semiplanul sting. Valorile
integralelor de forma (252) sunt tabelate (vezi, de exemplu, Shanmugan,
1988). Astfel, considerand

c(s) :co+cls+...+cn_1s”_1 (254)
d(s)=dg+dqs+.+dpsh (255)

sunt valabile urmatoarele relatii:
2

1g= -0 (256)
! 2dgd1
) 2
cr-do+tch-d

=1 20720 22 (257)
2-do-d1-d2

3= C%d0d1+(0%_2COC2)d0d3+C%d2d3

(258)
2-dp-d3-(d1d2—-dod3)

1
472 d0-dg-(~d,d2 —d,d2 +d1dd,)
[Cé'(_d?d%)*dodld 2)+(c5-2crc3)dodrda+ (259
+(Ci_2'CO'CZ)d0d3d4+c20'(—d1d24+d2d3d4)]
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Exemplu: Sa se calculeze banda echivalenta de zgomot a unui filtru trece
jos de ordinul unu de tip Butterworth, descris prin patratul modulului
functiei de transfer

1 1

2
H @)= 2n - 2
1+(0/2:8) 1+(w!27B)

Solutie:
o0 o0
1 1 1
Bu=— [H@fdo=— [ —do
T A (a) )2
— 0 —0T+ 1=
2B

Se face schimbarea de variabila: s= jo, do=ds/j si

joo

1 1 ds 1| 1 1 1 1
e e i O S S R
(27zB)2 7B B
Prin identificare se obtin:
C(S):c0+018+...+cn_13n_1=c0=1

1
dis)=da+dqS+..+ N—gn+dis=1+——s
(s)=dg+d1 dps''=dog+d1 5

deci

n=1, co=1, d():l, d1:1/(27ZB)
Rezulta valoarea integralei:

joo joo
_LI C(S)'C(—S)ds_ij 1 1 -
e -1 _
2 L d(s)-d(-s) " 2m Log s s
278~ 2B
2dod1 5.q. 1
278
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1 1 T
=1 ==..8=2.B
BN=5175 2

Se poate demonstra ca banda echivalentd de zgomot a unui filtru trece jos de
ordinul n de tip Butterworth, descris prin

IH (@) 21/(1+(a)/272'- 8)2'”)

este

B T 1

BN =8 '{zn ' sin[ﬂ/(zn)]}

Cand n —oo, filtrul de ordinul n tinde la un filtru trece jos ideal cu banda B :

. . m-B 1 . B
lim BN = lim - — = lim —————=B
noo N noseo 2:N SIN[T/IRN] n— e sinclz/(20)]
Un exemplu obtinut prin simulare numerica este prezentat in figura
urmatoare:

Functiz de transfer in putere & FTJ-Buthersorth

T T T T T T T
1 n=t
n==2
R3S n=a [
0.5 n=4
=T n=100 []
0.4k -
omega =2"piB
o2k -
n} — | | | L
200 -1&80 -100 -20 0 1) 100 180 200
2D T T T T T T T
Ewvolutia benzii echivalente de zgomot real
B e T il | |
L T e S —
o
5- T -
ordinul fittrului
0 | | | | | | |
1 2 3 4 =
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Exercitiu (1): Un canal de transmisiune are functia de transfer de tip trece

jos cu expresia H(w) = ; . La intrarea canalului se aplicd semnalul
1+ jo/ o,

X (t) =s(t) + N(t), unde s(t) = Asin(a)pt), A si @y sunt constante, si N(t)
este un zgomot alb, cu medie zero, cu densitatea spectrald de putere
SN (@) =Ng /2. @9 = 2w, . Se cere:

a). Sa se calculeze densitatea spectrald de putere a semnalului de la iesirea
canalului.

b). Sa se reprezinte grafic densitatile spectrale de putere la intrarea si la
iesirea canalului;

Solutie: 1). Se foloseste relatia

2
SYy (@) =S xx (@) |H(@)|
Functia de transfer in putere este

2 * 1 1 1
H@)*=H(@)-H@) =—— ——= ;
1+ j— 1-]— 14] @
an g +(w0j

Functia densitate spectrala de putere a intrarii se calculeaza prin teorema
Wiener-Hincin:

S xx (@) = F{Rxx (1)}
Functia de autocorelatie este

Rxx (7) = E{X@®)X (t+ )} = E{s(t) + N(O)]-[st + ) + Nt +7)]} =
=E{S(t)-S(t+7)}+E{S(t) N(t+7)}+ E{N(t)-St+7)}+ E{N({)-N(t+7)}=
= Rgs (7) + Ron (7) + Ry (t+7) + Ryn (7)

Termenii din ultima expresie sunt®’ :

2 sine - sin B = [cos(a — ) —cos(a + B)]/2.
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Res (7) = E{S(1)-S(t+7)} = E{Asin(w,t]-|Asin(w,(t+7)| =

= AZ. E{sin(a)pt)-sin(a)p(t +r)}: A?Z E{cos(a)pr)—cos(Za)pt + a)pz')}:

A? A2 A2 A?
= E{cos(a)pr)}—7 E{cos(Za)pt + a)pz')}= 7cos(wpr)—7 0=

A2
:7cos(a)pr)

Termenii 2 si 3 sunt zero intrucat reprezinta functii de corelatie a unor
semnale independente :

Rsn (7) =Rns (7) =0

Functia de intercorelatie a zgomotului este:

RN (T)_Z_J;OSNN (a))dW—z_J;OTda)—75(T)

Rezulta:
A2 N
0
Rxx (7) =Rss () + Ry (7) = 7C05(wpf) +75(T)

Densitatea spectrala de putere la intrarea canalului ?® este:

Sxx (@)= [Rxx (r)e”17dz = I[A?COS(a)pr)+%5(r)}e_Jwrdr:

—00 —00

7| A2 i 2 Ng i
:_j - cos(@p?) e—lmdﬂ_j [75(1)}9—1“’%:
No

2
:A?ﬁ[é(a)+wp)+5(a)—a)p)]+ i

Rezulta densitatea spectrala de putere la iesirea canalului:

2 F{cos(m,t+0)} = ﬂ[ewé'(a)—wo)+e‘j‘95(a)+w0)]; F{o()}=1.
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2
Syy (@) = l:%ﬂ[é(awra)p)+5(w—a)p)]+%}~; =

2
a)o

2 2
Ng/2
:—A; 5(a)+a)p)-—” +—A S(w—wp)- d + 0 =

2 9 2 2
1+(wJ 1+(wj 1+[a)]
w o g

2 2
Ng/2
:ﬂA—é(w+wp)+7rA—5(a)—a)p)+0—/
2 2 2
o
1+ J
2]

cu reprezentarea grafica din figura de mai jos, cu observatia ca s-au
considerat doua componente deterministe pentru intrare, la frecventele o, si

4o, .
Input, Sit) w 1o Fhput, power spectrum
il 2.5
5 2
1.5
]
1
2
{[s] 0.5 F[Hz] 1
-3
x 10 WNLNYWN
4 ] /d
] 2 4 G ] S000 10000
power transter function w 10utput, power spectrum
1 2
0.8 1.5
0.6
1
0.4
0.5 1
F[Hz] F[Hz]
] 0 ﬁl
] 5000 10000 0 000 10000
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Exercitiu _ (2): Un proces alb cu functia de autocorelatie
Rxx (r)=(Ng/2)-6(r) este aplicat unui filtru cu raspunsul la impuls

h(t) e t20,a>0 si h(t)=0,t <0. Sa se calculeze autocorelatia
iesirii filtrului, Ryy (7).
Solutie: 1). Se foloseste relatia
2
SYY (@) =S xx (@)[H ()|

Se calculeaza H( jw) ca transformata Fourier a raspunsului la impuls:

H (o) = F{h(t)}= jh(t)e Jtge jae temJotgt = o [e~(@ @)yt =
—0 0

:_afja)[ -~ _1] a+jo

Densitatea spectrala de putere la intrarea filtrului este

Sxx (@) = F{Ryx ()} = [Rxx (7)™ dr = | %'ﬂr)e_wdf :%
Rezulta densitatea spectrala de putere:
a a No a?

_ H } -0, _«
Syy (@) = | (jo )| 2 atie o jo_ 2 2,2

Autocorelatia iesirii filtrului se poate calcula ca transformata Fourier inversa
a densitatii spectrale de putere, anterior calculata:

o0

Ry(7)= F_l{ YY(a)) J. Sy(w)el”do =

_LT& a’
2r Y 2 a?+w?

—00

N o0
glerdr = 2 I e“‘”dr
72. OC

Folosind perechea Fourier
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2a

+w

exp(-alt]) €> 5
a

Se obtine

2 2

Ryy(T)I Noaiof 2 ejandz_:Noa'e—a‘T‘
4 272-—0Oa + 4

2). A doua metoda foloseste relatia

Ryy (7) = Rxx () *h(z) *h(-7) = Rxx () *Q(7)

Dupa modul in care este definit h(t), avem
h(r)=ce™®%,7>0 si h(-r)=ce%",r<0
pentru 7 < 0se poate scrie
Q7)) =n(z)* h(~7)= .Tfh(u).h(—(r—u))du= j'h(u)-h(—r+u)d

T T
_ J‘aeau .aea(—rJru)du:aZe—ar J‘eZaudu:
—00 —00

2.—ar T ' -art
ae — ae
J‘(eZ(ZU)duz (620;1_6 oo)=

2 2

e— art

2a

%

—0o0

T a(r—-u)
RYY (7)=Rxx ()" Q) = [ R (u)- F——du=

a(r-u) i aNg Ja(z-u)

2 4

:aNOeaf
u=0 4

= j’%.g(u).“e

Pentru 7 > 0se poate scrie

u=
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Q()*) =h(7)* h(—r):jfh(u)~h(—(r—u))du:.T[h(u)~h(—r+u)du=
0 0

T T
:J'ae—au ~ae_“(_”“)du:azem_[e_zaudu=

0 0
2,01 T \ ar -art
:_&J'(e—Zau)du:_ae (e—2a1_1)=0{e
20 9 2 2
si
T —a(r-u)
oe
Ryy (7) = Rxx (7)* Q2)) = [Ryx () = ——du =
0
z —a(r-u)
- (Mo ) B gy Mograten)) Mo g
3 2 2 4 u=0 4

Combinand rezultatele, se obtine acelasi rezultat ca in metoda anterioara:

oNpy —
RYY(T):TOe il

Exercitii propuse: 1). Fie X(t) un semnal aleatoriu Gaussian cu medie zero
aplicat unui filtru RC trece jos. Se cunoaste Functia de autocorelatie a

semnalului Ryy (7) = e_a‘r‘ ,a =Ct. Sa se calculeze densitatea spectrala de
putere la iesirea canalului, Syy (®).

3.2. Descrierea informationala a surselor continue

O sursa continua de informatie are un numar infinit de simboluri,
altfel spus - iesirea sursei apartine unui interval de numere.

In cadrul abordarii discrete, vezi Aiorddchioaie (2004), la modelarea
surselor discrete de informatie, s-a vazut cd o sursa discretd, prin codare,
genereaza un numir de biti pentru fiecare simbol al sursei. In cazul surselor
continue de informatie, intrucat numarul de valori pe care le furnizeaza
sursa este infinit, ar rezulta un numar infinit de biti. Aceasta atrage si
necesitatea folosirii unui canal de capacitate infinitd. Canalele reale au
capacitate finita si, in plus, sunt afectate de zgomot; rezultd ca pentru o
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sursa continud nu va fi posibila reconstituirea exacta a semnalelor continue
emise.

O sursa continuad in timp poate fi transformata intr-o sursa discreta in
timp prin discretizare in timp (esantionare). O sursd continud poate fi
transformata intr-o sursa discretd printr-0 transformare de discretizare in
amplitudine (cuantizare). Rezulta ca informatia unei surse continue ar putea
fi transmisd daca — mai intdi — este supusd celor doud transformari,
esantionare si, respectiv, cuantizare. Pentru stabilirea unor relatii similare
celor din cazul discret, ca metoda generala, se va folosi trecerea la limita
pentru numarul de simboluri, de la o valoare finita la una infinita.

Nt

Ermitator Eeceptor

Fig. 3: Localizarea canalului de transmisiune cu zgomot aditiv
3.2.1. Informatia semnalelor continue discretizate

Un prim contact cu notiunea de informatie a unui semnal continuu Se
prezintd in cele ce urmeaza.

Fie un semnal continuu (analogic) X(t) cu amplitudinea Q varf-varf.
Valorile sunt cuantizate in N intervale de cuantizare, aflate la distanta Q,
numita cuantd. Nivelurile de cuantizare definesc o variabild aleatorie
discreta, notata cu Xq. Valorile semnalului discret in amplitudine, X4, sunt
esantioanele cuantizate, X;, ale semnalului X(t). Informatia medie asociata
variabilei aleatorii discrete X4 cu evenimente echiprobabile, este:

H(Xd)=—Zp(xi)log p(Xj)=

[bit/simbol] (260)

1 q Q
—log—=-log— =log—=
gN gQ gq

Daca semnalul X(t) are banda B si perioada de esantionare este Ts, in
fereastra de observatie de durata Tvor fi N=T/Ts=T*Fs =T * (2B) =
2TB esantioane.

Informatia medie continuta in intervalul de observatie este:
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I(Xd(t)):N-H(Xd):2TB-Iog% [bit] (261)

Daca cuanta g — 0, informatia asociata semnalului continuu

I(X(t)):LirrOlI(Xd(t)):LinJZTBIog%:oo (262)

Rezulta ca, pentru un semnal continuu, cantitatea de informatie este infinita.

3.2.2. Entropia surselor continue de informatie

Dorim stabilirea unei expresii pentru entropia surselor continue, care

va fi obtinutd plecand de la cazul discret.
Fie o sursa continua
_ de informatie  modelata
fx) printr-o variabila aleatorie
continua X. Functia densitate
de probabilitate continud
poate fi aproximata prin
densitati de probabilitate care
sunt constante pe intervale

x de lungime Ax. Fie P,

probabilitatea (constantd) a
intervalului i. Se poate
considera ca pentru orice

Figura 4 : Aproximarea densitatii interval Ax. e R existi un
de probabilitate continua !

punct X; e Ax; astfel incat

P =P(X eAX )=P(x; <X <X +AX )=

= f(X)-AX, = jf(x)dx (263)

Axi

S-a definit o sursa discreta de informatie cu elementele date de realizarile
Xd; € Axjsi probabilitatile P;. Prin considerarea tuturor intervalelor

N
AXj € R succesive si disjuncte se acopera toata axa reala UAxi =R sise

i=1
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N
poate considera sursa ca fiind completa, deci ZP, =1. Entropia sursei

i=1

discrete astfel definite este

N N
H(Xd )=- X P logh =- % Pi-log(f(xi)-Axi):
=1 =1
N N
=—Y P.-logf(x.)- > P.-logAx. = (264)
i=1 = '
N N
=—3 (f(x.)-Ax.)-Iogf(x.)— > P.-log Ax.
- i [ A [

Considerand intervale foarte mici se obtine o variabila aleatorie continua, cu
entropia

N
h(X)= lim H(Xd):— lim Z(f(xi)-Axi)-logf(xi)—
AXI_)O AXI—>O|:1
N
— lim Y P -logAx. = (265)
AXi—>0i=1' '

o0
=|— [f(x)-log f(x)-dx— lim logAx. |— o

— Axi—>0 :

Al doilea termen tinde la infinit, ceea ce corespunde realitatii fizice conform
careia o variabila aleatorie continua are o cantitate infinita de informatie.
Ultima relatie are o semnificatie generala, calitativa si teoreticd. In practica,
din cauza incertitudinii masuratorilor, intervalul de aproximare AX este finit.
Daca se considera, de exemplu, un interval normat AXx =1 rezulta ca al
doilea termen este zero. Se poate formula urmatoarea definitie.

Definitia 1: Entropia diferentialad a unei variabile aleatorii continue X,
avand densitatea de probabilitate f(x), este definita prin:
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h(X )=h(f)== [ f(x)log f(x)dx (266)

— Q0

Ultima relatie permite existenta si a valorilor negative pentru marimea
informationala numita entropie diferentiala. Domeniul de calcul al
integralei este domeniul de definitie al densitatii de probabilitate, f(x).

3.2.3. Entropia surselor continue limitate in amplitudine

Ca si in cazul discret este nevoie s se determine functia densitate de
probabilitate ce determina o entropie maxima pentru o variabila aleatorie
continua. Modul de lucru difera fatda de cazul discret, intrucat - in cazul
variabilelor continue - apar restrictii suplimentare cu privire la limitarea in
amplitudine sau la limitarea puterii. Se poate demonstra urmatoarea
teorema, de exemplu in Van der Lubbe (1997)).

Teorema 1: Pentru un semnal limitat in amplitudine in intervalul [-A,A]
entropia este maxima, dacad densitatea de probabilitate este uniforma cu

f(x)= i . Valoarea maxima este h(X) =log2A.

In cazul limitarii amplitudinii, densitatea de probabilitate uniforma
determina cantitatea maxima de informatie. Valorea maxima a cantitatii de
informatie este proportionala (logaritmic) cu amplitudinea maxima.

3.2.4. Entropia surselor continue de putere limitata

Cazul puterii limitate se asigurd prin fixarea variantei esantioanelor.
Se poate formula urmatoarea teorema.

2

Teorema 2: Pentru un semnal de putere constantda Py =o“ =ct., cu
o0
o2 = | x2f (x)dx, entropia este maxima in cazul distributiei gaussiene cu
— 0
: . 1 @ x2
functia densitate de probabilitate f(x)=——+— [ exp| ———= |dx si
27[\/c5>2 — 202

corespunde unei cantitati de informatie h(X) = Iog(\/ 2r-e-0° )
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S-a stabilit ca distributia gaussiand determind o cantitate maxima de

informatie pentru o putere constanta, limitata, o2 . Maximumul entropiei
este proportional (logaritmic) cu puterea semnalului.

Observatie — Faptul ca sursa Qaussiand prezintd entropia diferentiala
maxima inseamna ca dintre toate distributiile de probabilitate cu aceeasl
valoare medie si aceeasi dispersie (putere), distributia gaussiana produce cel
mai defavorabil zgomot. Intrucét, pentru o putere dati, cantitatea maxima de
informatie este generata de sursele gaussiene, rezulta ca sursele continue ne-
gaussiene vor genera o cantitate mai micd de informatie, deci au o
incertitudine mai mica.

3.3. Descrierea informationala a canalelor continue de
transmisiune

3.3.1. Entropiile asociate canalului

In cazul canalelor discrete, pentru cazul a doua variabile aleatorii, X
si Y, s-au definit marimi informationale cum sunt: echivocatie, eroare
medie, transinformatie. Acestea pot fi definite si in cazul continuu.

In vederea folosirii rezultatelor stabilite in cazul discret se va urma
urmatoarea procedura de calcul:

e se va considera cd pe canal se transmit esantioanele cuantizate ale
semnalului  X(t); acestea sunt considerate variabile aleatorii
independente;

e se stabileste relatia de calcul a marimii informationale;

e daca g este valoarea cuantei, trecerea de la cazul discret la cazul
continuu se face prin trecere la limita, impunand q—>0; ca efect, sumele
se vor transforma 1n integrale;

e Fie T, perioada de esantionare si esantioanele X(kTs) si y(kTs), pentru
semnalele considerate. Consideram la intrarea in canal, 2N+1 niveluri de
cuantizare folosind cuanta gx. La iesire se considera 2M+1 niveluri de
cuantizare, la distanta qy. Semnalele transmise se considera a fi

bipolare. La intrarea canalului se considera variabila aleatorie discreta X
definita din esantioanele X(KT) ale semnalului de intrare. La iesirea
canalului se considera variabila aleatorie discretd Y, constituitd din
esantioanele y(KT) ale semnalului de iesire.

e Fie f(x y)functia densitate de probabilitate compusa a celor doua

variabile aleatorii.
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Folosind ipotezele enuntate si metodologia de trecere de la discret la
continuu, marimile informationale pentru descrierea canalelor continue sunt:

a). entropia la intrarea canalului

h(X)=— jf(x)logf(x)dx (267);

— 0

b). entropia la iesirea canalului

o0
h(Y)=— [ f(y)log f(y)dy (268);
— o0
C). entropia intrare—iesire:

h(X,Y):—J. If(x,y)logf(x,y)dxdy (269);

— 00— 00

d). entropia conditionata a campului de la intrare X de campul de la iesire Y

h(X/Y):—OF oFf(x,y)logf(x/y)dxdy (270);

e ). entropia conditionata a campului de la iesire Y conditionata de campul
de la intrare X

h(Y/X):—OjO oFf(x,y)logf(y/x)dxdy (272);

— 0 —00

f). transinformatia

(xY)= [ | f(x,y)log%dxdy (272).
Relatiile de legatura sunt:
h(X /7Y )<h(X) (273)
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h(Y / X )<h(Y) (274)
h(X,Y)<h(X)+h(Y) (275)
h(X,Y)=h(X)+h(Y /X )=h(Y)+h(X /Y) (276)
1(X,Y)=h(X)+h(Y)=h(X.Y) 277)
I(X,Y)=h(X)+h(X/Y) (278)
I(X,Y)=h(Y)—H(Y/X) (279)

Observatii: 1). Numarul de niveluri de cuantizare pentru un semnal continuu
este infinit. Ca atare, informatia continuta intr-un semnal continuu este
infinita, iar entropiile h(X) si h(Y) nu mai pot fi interpretate ca valori medii

de informatie.

2). Informatia mutuala, exprimata in bps, este numitd adesea rata de
transmisiune, pentru ca ea reprezinta cantitatea de informatie transportata pe
canal. Expresia este valabila numai pentru canalele fara memorie, deci
esantioane independente.

3.3.2. Capacitatea canalului continuu
Capacitatea canalului continuu se defineste ca fiind valoarea maxima

a transinformatiei. Maximizarea se considera, ca si in cazul discret, in raport
cu densitatea de probabilitate a semnalului aplicat la intrarea canalului:

C=max I(X.)Y) (280)
f(x)

Ca si in cazul discret, pentru calculul practic al capacitatii canalului se
utilizeaza o relatie bazatd pe entropiile de la intrarea si de la iesirea din
canal:

C = max {1(X,Y)}= max {H(Y)-H(Y / X)} (281)
f(x) f(x)

In ultima relatie, maximizarea se face, mai intai, in raport cu f(y), dupa care
se calculeaza densitatea f(X) a semnalului de la intrare pentru a obtine f(y)
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impus. In cazul general, este dificil de obtinut o expresie pentru capacitatea
canalului. Se impun anumite ipoteze simplificatoare, obtinandu-se o serie de
cazuri particulare.

1. Capacitatea canalului continuu aditiv

Un canal continuu este aditiv daca semnalul de la iesirea canalului
este suma dintre semnalul de la intrarea canalului si zgomotul de pe canal
(considerat independent de intrarea canalului):

Y(t)=X(t)+N(t) (282)
Acest model corespunde canalelor de comunicatie comune, elementare, asa

cum sunt canalele telefonice, pe fir si fara fir, si legaturile satelit. Al doilea
termen al expresiei de maximizat este

h(Y /X )=- j jf(x,y)log f(y/ x)dxdy =

— 00— 00

(283)
o0 o0
—j .[f(x)f(y/x)logf(y/x)dxdy
—00—00
Pentru densitatile de probabilitate se pot scrie relatiile
f(y/x)=f((x+n)/x)=f(n/x)="f(n) (284)
si
dy=d(x+n)=dn (285)

intrucat X(t) si N(t) sunt independente si - in ultima relatie - se considera x
aproximativ constant in raport cu zgomotul. Rezulta:
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h(Y/X)=- j jf(x)f(y/x)-log f(y/ x)dxdy=

:-j If(x)f(n)logf(n)dxdn: (286)
=— [ f(n)log f(n)-| [f(x)dx[dn=h(N)
Expresia capacitatii este
C = max {I(X.Y)}= max {h(Y)}-h(N) (287)
f(x) f(x)

Capacitatea canalului poate fi infinita daca puterea zgomotului este
zero, cand ceea ce se transmite este identic cu ceea ce se receptioneaza.
Daca zgomotul nu are putere zero si nu exista nicio alta restrictie asupra
intrarii, se poate gasi o multime infinita de simboluri la intrarea canalului,
astfel incat ele sa fie distinctibile la iesirea canalului cu o probabilitate a
erorii oricat de mica. Si in acest caz, capacitatea canalului este infinita.

In functie de ipotezele care se fac asupra zgomotului, se obtin
diverse cazuri particulare, discutate in continuare.

2. Capacitatea canalului continuu aditiv de banda limitat3 si cu zgomot alb
gaussian

Semnalul de transmis si zgomotul adaugat de canal sunt reprezentate
prin puterile lor medii. Puterea medie la receptie, deci la iesirea canalului,
este :

Py:Px+ Pn (288)

Zgomotul N(t) se presupune alb (densitate spectrala de putere
constantd No/2 In gama de frecventd a canalului) si cu densitatea de

probabilitate gaussiani, N(0,62 ).
Cantitatea de informatie datd de zgomotul alb gaussian cu puterea

Pn :G% este
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h(N)=1log.2z-eP, =log./27-ec2 [bit/esantion] (289)

Daca banda canalului este B, atunci puterea zgomotului este

Pn:cﬁ:%-(ZB):B-NO (290)

Rezulta capacitatea

C = max {I(X,Y)}= max {h(Y)}-log./27-eBN, [bit/esantion] (291)
f(x) f(x)

Maximumul informatiei iesirii se obtine cand Y(f) are o distributie
gaussiand. Zgomotul de pe canal fiind gaussian si canalul aditiv, rezultd ca
semnalul de intrare trebuie sa fie gaussian.
Puterea la iesirea canalului este

P, =0 =0}+07 (292)

iar entropia maxima a iesirii este

max h(Y)} = log /27 -eP, =log,/27-e(o? + o7 )

w(X) [bit/esantion](293)

Rezultd capacitatea

P
C =log/2ne(Py + P) - log/2neP = %Iog(ﬂ P—X]
N/ [bit/esantion]

(294)

Sau
2

J:%mg(m_ BC-SIX\I j [bit/esantion] (295)

0

qu\) | ><QN

1
C==log|l 1+
=

Capacitatea canalului trebuie evaluata si in raport cu timpul. Se defineste
debitul maxim de informatie ca fiind cantitatea maxima de informatie
transmisa in unitatea de timp.
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D=C =< pits] (296)
T

Pentru a obtine debitul se calculeaza numarul de esantioane pe o fereastra
temporala T,

Ns=T/(1/2B)=2TB (297)

Durata medie de transmisie este

=t -1 _1 (298)
N, 2TB 2B
Rezulta relatia de legatura dintre debit si capacitate
D=5 _28-Liogl 1+ 2 |~ Blog| 1+ 2 | its] (299)
T 2 P, P,

Capacitatea canalului este urmare a constrangerii de putere finitad constanta.
Aceasta este capacitatea canalului dincolo de care nu este posibil sa se
transmitd o informatie fara aparitia erorilor. Relatia generala intre
capacitatile exprimate in [bit/esantion] si [bit/s] este

C,[bit/s] =2B-C [bit/esantion] (300)
unde B este banda in Hz.
Exemplu  (Capacitatea liniei telefonice analogice): Banda canalelor

telefonice este limitata la 3300 Hz. Folosind aceasta banda si un raport
semnal-zgomot de 33 dB, sa se calculeze capacitatea canalului telefonic.

dB P

n

RSZ =10-Ig(RSZ):1O-Ig[P ]—> RSZ =

RSZyp 33

=10 10 -1010 =19953=2000

Ci=B Iog[1+ %) =3300- log(L+2000) = 36189 [bps]=36,189 [kpbs]

n
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3.3.3. Valoarea maxima a capacitatii canalului continuu aditiv,
cu zgomot alb gaussian

In ultima relatie, daca se creste banda canalului B, valoarea
capacitatii canalului nu creste liniar. Intr-adevar, trecand la limita in ultima
relatie, se obtine o nedeterminare de forma:

lim C= lim B|09(1+ Px JZOC-O (301)
B> B o BNo

Pentru inlaturarea nedeterminarii, se transforma cazul .0 in cazul 0/0 si se
aplica regula lui I’Hospital:

) fO(x) 309
G0 M e (x) (302

log| 1+ Px
. _ BNo
lim C= lim =
B> w B> wx il

Se obtine:

[_1J.Px. 11
2) No In(2) 1+py/BN
= lim 20— x/BNo _ (303)
B—o>w _ =
B2
P 1 1 P 1 P
= lim X, . - X, = X.|Og(e)
B oNg In(2) 1+Pyx/BNg Ng In(2) Np
unde s-au folosit regulile de derivare standard:
d 1
—|log, f(x)|=f'(xX) —————— 304
3x109a Tl £ 00 s (304)
Relatia finala:
P
lim C=Cgp=—= (305)
B—ow In2-No
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Dependenta capacitatii canalului de banda acestuia este reprezentata in fig.
5, dependenta fiind logaritmica.

CfF-— - - - T T T T ]

fHz]

O | | | | | | | | |

Fig. 5: Capacitatea canalului continuu in functie de banda acestuia

Concluzii:

e Pentru valori mari ale benzii canalului, capacitatea canalului se apropie
de limita (61).

e Cresterea benzii canalului peste o anumitd valoare nu se justifica,
intrucat cresterea capacitatii este mica.

e Se poate calcula banda necesara a canalului in vederea trasmiterii unui
semnal cu raport semnal-zgomot impus:

B C
|09(1+'RSZnﬂpus)

(306)

e Pentru rapoarte semnal zgomot foarte mari (RSZ >>1) capacitatea
canalului este:

C=B-log(1+RSZ)=B-log(RSZ )=

RSZyp
o Ig(lo 10 j
= B-Iog(lo 10 J: B— ~“= (307)
lg2
RSZ,,
_g.—10 __1! B-RSZ,, ~0.332-B-RSZ,, [bit/s]
lg2 10-lg2

Exercitiul 1: Pentru transmiterea unei imagini de forma patrata se foloseste
un sistem de discretizare format din n~=1500 linii si n;=1500 coloane. Pentru
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fiecare element de imagine (pixel) se utilizeazd ng= 12 niveluri de gri. Se

cer:

1. Sa se calculeze numarul de elemente in care se descompune imaginea.

2. Cantitatea de informatie furnizata de un pixel si de intreaga imagine.

3. Timpul minim necesar transmiterii imaginii pe un canal cu banda B.= 3
kHz la un raport semnal/zgomot de 26 dB, daca se foloseste canalul la
intreaga capacitate.

Solutie: 1). Numarul de elemente 1n care se descompune imaginea este

n=n,-n, =1500-1500=2.25-10° [pixel]

2). Fiecare pixel poate avea o nuanta de gri din 12 posibile. Cantitatea de
informatie furnizata de un pixel este:

. 1 .
| ixel = —log(p ixel )= —Iogﬁ =10g12=3.59 |bit]

Cantitatea de informatie furnizatd de Intreaga imagine se obfine prin
multiplicarea cantitdtii de informatie generata de un singur pixel cu numarul
total de pixeli:

n =2.25-10°-3.59=8.07 [Mbit]

l. =N
imagine pixel
3). Se tine seama ca debitul de informatie al canalului este raportul dintre
informatia transmisd pe canal si timpul necesar transmisiei. Informatia
transmisd pe canal este datd de imagine; debitul de informatie se calculeaza
Cu relatia:

C =B; -log(1+RSZ)

In aceastd expresie raportul semnal zgomot este adimensional. Se face
transformarea din dB in mdrime adimensionala:

RSZys 26

RSZ 4g =101gRSZ — RSZ =10 10 =1010 =400

Capacitatea canalului este:

138



Capitolul 3 — Descrierea canalelor continue de transmisiune
C =B, log(1+ RSZ) =3000- log(L+ 400) = 26.8 [Kbit/s]

Timpul necesar transmisiei este:

_ Iimagine _ 8.07106
C, 268:10°

=301 [s] =5[min]

Exercitiul 2: Se considera un canal telefonic cu banda B=3 kHz. Receptorul
impune un raport semnal-zgomot RSZ=26 dB. Sa se calculeze durata de
transmitere a unei fotografii si a unei imagini TV alb-negru dinamice. Se
cunosc: rezolutia scannerului 600x800 pixeli, numarul de nivele de gri ng

=100. Pentru a se crea senzatia de miscare (imagine dinamicd) trebuie
transmise N=25 imagini pe secunda.

Solutie: Fotografia se decompune intr-un numar de elemente N=600x800
=0.48 Mega-pixeli. Cantitatea de informatie furnizata de un pixel este datd
de numarul de nivele de gri dupa relatia:

ipixel = Iog(ng )=10g(100)=6.65 [bit]

Cantitatea de informatie continutd de fotografie este

I, =N-i . =048105.6.65=3.19 [Mbit]

1 pixel

Debitul maxim de informatie al canalului
C, =B, -log(1+RSZ )= 3-103-10og(1+1026 )= 26 [khit/s]
Durata transmisiei fotografiei este:

! 6
1 _3.19-10 :

t,=—==""""—=123 |s[=z2 [min

¢, 26108 sl=2
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Pentru transmisia imaginii TV alb-negru, cantitatea de informatie generata
de imaginea statica (sau fotografie) se multiplicd cu numarul de repetari
necesar pentru a crea perceptia de miscare:

l,=N-1,=25.319-105=80 [Mbit],

I 106
iar durata transmisiei este t,, =2 = 2019 _ 3077 [s]=51 [min]

2
2 C, 26108

Exercitii propuse: 1). Sa se calculeze entropia diferentiala pentru variabila
AX

aleatorie continua cu densitate exponentiala f(x)=A1-e"
(loge/A).

,X>0. Solugie:

2). Sa se calculeze entropia diferentiala pentru variabila aleatorie continua

cu densitate Laplace f(x) = %/1 : e_l'|x|. Solurie: (log2e/4).

3). Sa se calculeze entropia diferentiala pentru suma a doua variabile
aleatorii gaussiene continue X; si X, independente cu mediile g si u, si

dispersiile o2 si o’ . Solurie: O.5-(Iog27r*e-(012 +0'22))

Concluzii

S-au prezentat descrierea statistica si informationala a canalelor de
transmisiune, prin definirea notiunii de informatie asociata unui semnal
continuu si a unor entropii, ca marimi medii de informatie. S-au stabilit
expresii de calcul pentru capacitatea canalelor continue cu zgomot alb,
gaussian.
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Cuprins
Definirea problemei
Un exemplu de detectie
Ipoteze si decizii
Calculul probabilitatilor detectiei
Interpretarea geometrica a problemei detectiei binare
Criteriul riscului minim (Bayes)
Detectia unui semnal prin observarea discreta si zgomot alb
Caracteristica de operare a detectorului
Detectia multipla
Detectia secventiala in ipoteza binara
Detectia secventiala prin observare discreta si zgomot alb gaussian
Concluzii

4.1. Introducere. Definirea problemei

In capitolele anterioare, s-au stabilit diverse modele pentru
zgomotele de pe canalul de transmisiune. Aceste modele vor fi utilizate
acum pentru a stabili metode si algoritmi optimi de prelucrare a semnalelor
in vederea extragerii informatiei continute in acestea, inclusiv cand sunt
afectate de zgomote. Algoritmii vor putea fi folositi la determinarea unei
secvente binare transmisa pe un canal cu zgomot sau la detectarea prezentei
unui semnal cunoscut.

In cazul unui sistem de comunicatie binar, receptorul cunoaste c
simbolurile binare de “0” si “1” se transmit pe durata a T secunde si cd
simbolul “1” este reprezentat printr-un impuls pozitiv, iar simbolul “0” este
reprezentat printr-un impuls negativ. Ceea ce nu cunoaste receptorul, la
receptionarea unei forme de unda, este care din cele doud simboluri a fost
transmis. Receptorul ia decizia pe baza prelucrdrii semnalului receptionat.
Intrucat forma de unda receptionati este distorsionati - si contine si zgomot
- este posibil ca receptorul sa ia si decizii false (eronate) asupra simbolurilor
transmise. In acest sens, ne va interesa stabilirea unor algoritmi de decizie
care sa minimizeze erorile deciziilor.

Ca masurd a calitatii algoritmilor de prelucrare a semnalelor
receptionate, se utilizeaza probabilitatea de a lua o decizie incorecta,

141



Prelucrarea statistica si informationald a semnalelor

ponderata uneori si cu costurile deciziilor luate, in problemele de detectic a
semnalelor.

a(k) x(t) () bk)

Terminal Emitator Canal Receptor Destinatar

=)
IUIIHIII 0|17

Fig. 1: Structura unui sistem de transmisiune cu detectie

4.2. Un exemplu de detectie

Se va considera un exemplu simplu de detectie: detectia prezentei
unui semnal determinist afectat de zgomot. Se considera un sistem de
transmisiune pe un canal continuu. La intrare se aplica semnalul determinist
X(t), la iesire se obtine semnalul Y(t). Zgomotul de pe canal este n(t).
Perturbatiile ce apar pe canal sunt modelate prin procese aleatorii stationare
si ergodice. La transmisiunile la mare distantd sau in medii industriale
zgomotoase, semnalul util X(t) este mult atenuat, astfel incat la iesirea
canalului, zgomotul este mai mare decat semnalul util X(t), asa cum se
sugereaza in fig. 2. Intrucat spectrul zgomotului de pe canal n(t) este mult
mai mare decdt spectrul semnalului util X(t), prin metodele clasice de
filtrare nu se poate decide daca in semnalul receptionat exista sau nu semnal
util X(t). O solutie consta in calcularea functiei de autocorelatie a semnalului
receptionat. Intr-adevir:

RYY (1) =BV (O (t+o)} = EX @)+ (O] [X(tr o) enlten)f= o
=Rxx (7)+RxN (7)+RNx (7)+RNN(7)
S-a folosit notatia cu majuscule, specifica semnalelor aleatorii. in ultima

expresie intervin functiile de autocorelatie ale semnalelor de la intrarile
142



Capitolul 4 - Detectia semnalelor cunoscute

canalului, Rxx si Rnn, precum si functiile de intercorelatie ale acestora, Ry
s1 Rnx.

14 4
1
0.5

=) )
0 — CANAL | =

05
2
1
t t
15 n(f) -4
0

t

]
Fig. 2: Sistem de transmisiune cu zgomote aditive puternice

In transmisiunile reale, zgomotul de pe canal apare independent dacad pe
canal se transmite sau nu semnal util. Rezultd ca cele doud semnale

considerate sunt statistic independente si — ca efect — functiile de
intercorelatie sunt zero:

RNX () =RxN () =0 (309)
Functia de autocorelatie a semnalului receptionat:
Ryy (1) = Rxx (7) + RNN (7) (310)

Pentru t=0, se obtine egalitatea puterilor:

Ryy (0)=Rxx (0)+RNN (0) (311)
PY =PX PN (312
Functia de autocorelatie a zgomotului este — 1in general — rapid

descrescatoare, iar functia de autocorelatie a unui semnal determinist
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periodic este o functie periodica in raport cu variabila 1, asa cum s-a
reprezentat in fig 3. Se poate spune ca, dupa un anumit interval de timp,
functia de autocorelatie a semnalului receptionat devine egala cu functia de
autocorelatie a semnalului emis X(t).

Intervalul de timp care trebuie sa se scurgd pentru evidentierea
acestui aspect depinde de nivelul relativ al zgomotului in raport cu nivelul
semnalului emis. Cu cat semnalul X(t) este mai mic fata de zgomotul n(t),
cu atat trebuie un timp mai mare de observatie pentru a decide daca exista
sau nu semnal util Tn semnalul receptionat.

Fug R Ry

50 1000 1000
800 800
600 500
. 40 400
200 200

0 ot DWWM

50 - 1 om - S am - -

Fig. 3: Functiile de autocorelatie ale semnalelor din sistem

Schema unui circuit pentru detectia prezentei unui semnal determinist este
prezentata in fig.4 si cuprinde: un corelator, un circuit de intarziere, un filtru
trece jos pentru filtrarea componentelor de inaltd frecventda si un
comparator. Valoarea pragului comparatorului se alege de cateva ori mai
mare decat valoarea efectiva a zgomotului de pe canal.

Yitlo—= R
b E FIJ =0 =3 semnal

<0 —=py 3 semnal
F
X

Fig. 4: Detectia prezentei unui semnal cunoscut
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4.3. Ipoteze si decizii

Se considera sistemul de transmisiune din fig.5. Sursa de informatie
se considera discretd. Sursa emite simboluri individuale sau mesaje, m.
Modulatorul emite semnale deterministe, s(t), ce se transmit (propaga) pe
canal. La iesirea canalului se receptioneaza semnalul r(t), iar la iesirile

receptorului se iau deciziile D;,i=12,..,M —1. Simbolurile generate de
sursa, ag, a3, ..., am-1 definesc o variabila aleatorie discreta. Fiecarui mesaj-
simbol 1i corespunde un semnal cunoscut ce se transmite pe canal: So(t),
Sl(t), ceey SM_l(t).

La receptie se fac ipoteze H,,i=12,..,M —1cu privire la semnalul
emis, adica asupra simbolurilor furnizate de sursa. Fiecare ipoteza se refera
la cate un simbol ce poate fi transmis. Pe baza semnalului receptionat,
receptorul ia decizii D,,i=12,..,M -1, in scopul stabilirii simbolului
generat de sursd, deci pentru a stabili care ipoteza este adevarata.

Daca in procesul de transmisiune nu intervin erori, atunci intre
multimea simbolurilor furnizate de sursa si multimea deciziilor elaborate de
receptor, existd o corespondentda biunivoca. Trecerea de la spatiul
simbolurilor la spatiul observatiilor se face pe baza unor legi probabilistice,
intrucat observatiile sunt afectate de zgomote. Trecerea de la spatiul
observatiilor la spatiul deciziilor se face cu ajutorul unor requli de decizie,
asa cum se prezinta in fig. 6.

s(t) tlt
G2 osiaor | cma |2 CED

n(t)

Fig. 5: Sistem de transmisiune cu detectia semnalelor

(o o

Fig. 6: Transformari ale spatiilor: simbolurilor (mesajelor), observatiilor si deciziilor

Din modul de efectuare a observatiilor in intervalul de observatie D,
se disting observatii:
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1) discrete, efectuate la momente discrete de timp ty, to, ..., .1, deci se
obtin esantioane ale semnalului receptionat; observatiile sunt procese
aleatorii discrete;

2) continue, caz in care observatiile devin procese aleatorii continue.

Fie cazul binar. Cand observatiile sunt afectate de zgomot, este
posibil si se ia si decizii incorecte pe baza criteriilor de decizie. In general,
pentru cazul binar, exista patru situatii posibile:

1. s-a emis simbolul ap, se considera ipoteza Hy adevarata si se ia
decizia Dy;

2. s-a emis simbolul ag, se considera ipoteza H; adevarata si se ia
decizia Dq;

3. s-a emis simbolul a;, se considerd ipoteza H; adevarata si se ia
decizia Dq;

4. s-a emis simbolul a;, se considerd ipoteza Hy adevarata si se ia
decizia Do.

Situatiile caracterizate de probabilitatile conditionate P(Dolag) si
P(Ds]a;) corespund situatiilor corecte. Probabilitatea P(D;]a;) se numeste
probabilitate de detectie.

Situatiile caracterizate de probabilitatile conditionate P(Dola;) si
P(Dilao), reprezinta probabilitatile deciziilor incorecte. Se folosesc
denumiri inspirate din tehnologia radar, si anume:

® P(D;|ap) se numeste probabilitatea alarmei false, P ;
® P(Dg|az) se numeste probabilitatea de pierdere, Pyw.

Probabilitatea deciziei false (probabilitatea de eroare) determina
criteriul de minimizat pentru receptorul sistemului de transmisiune:

Pe=P(D1.2,)+P(Dg.a,)= (313)
P(ap)-P(D1/ag)+P(a1)-P(Dg/a1)=P(ag)-P: +P(a1)- Py

Probabilitatea deciziei corecte este:

P.=P(D,.a,)+P(D,,a,)=P(a,)-P(D,/a,)+P(a, ) -P(D,/a)(3)

Sursa care genereazi simboluri se considerd completd. In cazul binar, avem
valabila relatia

P(a,)+P(a,)=1 (315)
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Sunt valabile si relatiile:
P(D,/a,)=1-P(D,/a,)=1-P: (316)

P(D,/a,)=P,=1-P(D,/a,)=1-P, (317)

4.4. Interpretare geometrica pentru detectia binara prin
esantionarea semnalului receptionat

Sursa emite numai doua simboluri, ag si @1, cu probabilitatile P(ao) si
P(a1). Pentru transmisia celor doua simboluri se folosesc semnalele So(t) si
s;(t). Durata semnalelor s;(t), i=1,2 este T si coincide cu durata observatiilor
D la receptie. Numarul de observatii, constituite din esantioanele semnalului
receptionat in intervalul considerat, este N.
Cu privire la cele doud simboluri se fac ipotezele:

Ho: s-a transmis simbolul “0”

Hi: s-a transmis simbolul “1”

Esantioanele semnalului receptionat sunt I, I, ...r, si determina in

spatiul esantioanelor (sau al semnalului receptionat) varful vectorului r.
Esantioanele semnalului receptionat definesc vectorul aleatoriu
r=[nr,..rl

Esantioanale semnalului receptionat determind in spatiul
esantioanelor N-dimensional un punct de coordonate reprezentand valorile
esantioanelor. Asa cum se poate observa in fig. 8, spatiul semnalelor se
imparte in doud subspatii, corespunzatoare celor doud simboluri emise de
sursa S. Perturbatiile sunt considerate aditive, deci vectorul receptionat este
suma vectoriala dintre vectorul emis si vectorul zgomot:

F=5+0i (318)

Fie aceste doud subspatii So si S;, separate de o suprafatd X.
Suprafata trebuie sa imparta cele doua subspatii astfel:

e daca varful vectorului receptionat F, numit si punct reprezentativ al

semnalului receptionat, apartine subspatiului So, sa se considere ca este

adevarata ipoteza Hp si receptorul ia decizia Dy;
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e dacd punctul reprezentativ al semnalului receptionat apartine
subspatiului S;, se decide cad este adevarata ipoteza Hj si se ia decizia
D;.

Problema este de a gasi criterii de decizie cu ajutorul cérora sa se
determine o suprafatd de separatie X, astfel incat deciziile eronate sa fie
minime.

Spatiul esantioanelor ar putea fi impartit si n trei subspatii, al treilea
corespunzand situatiei in care nu se poate spune nimic despre semnalul emis
de sursi. In continuare se vor considera numai doua subspatii.

Fig. 8: Spatiul tri-dimensional al esantioanelor in problema detectiei

Fig. 9 prezinta o echivalenta intre problema deciziei si a clasificarii.
Fie doua clase reprezentate prin punctele reprezentative (formele) Po; si,
respectiv, Po,. Acestea sunt fara zgomot. Problema clasificarii este de stabili
o linie de demarcatie intre cele doud clase, astfel incat — la fiecare aparitie a
unei realizari (forme) de clasificat - sa se ia decizia cea mai buna.
Realizarile sunt apoi reprezentate prin addugarea unui zgomot de receptie la
cele doud puncte reprezentative. Se observad ca, pe mdsurd ce creste
zgomotul, apar forme care trec dintr-un domeniu in altul si_care pot
determina decizii false. Se observa in fig. 9, jos dreapta, ca doua forme (de
culoare verde) sunt deasupra liniei de separare, deci ar apartine domeniului
D1 in loc de Do. Exista si un caz (de culoare rosie) in care se trece din D1 in
Do.
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Fig. 9: Echivalenta intre problemele deciziei si clasificarii

4.5. Calculul probabilitatilor detectiei

Fie cazul detectiei binare si a unei singure observatii, y. Urmatoarele
marimi de probabilitati sunt des folosite in aplicatiile de detectie si decizie:
e Probabilitatea de detectie

P, =P(D,/a,)= [f(ylH1)dy (319)
S1
e Probabilitatea unei pierderi
P, =P(D,/a,)= [f(y|H1)dy=1-P, (320)
SO

e Probabilitatea alarmei false
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P, =P(D,/a,)= [ f(y|Ho)dy (321)
S1
e Probabilitatea medie de eroare:

P,=P(D;nay)+P(D,na,)=
=P(ay)-P(D /ay)+P(a,)-P(Dy/a )= (322)
=P(a,)-P; +P(a,)-P,

¥

Fig. 7: Semnificatia probabilitatilor implicate in detectie
Pentru calculul acestor probabilitati se parcurg urmatorii pasi.

1). Fie y variabila aleatorie determinata (generata) de termenul din partea
stangd a regulii de decizie, in care s-au inglobat (retinut) toate variabilele a
posteriori din procesul de detectie (deci esantioanele semnalului
receptionat).

2). Pentru fiecare din cele douad ipoteze, Ho si, respectiv, Hi, se evidentiaza
expresiile densitatilor de probabilitate ale variabilelor conditionate

f(y/H,)si f(y/H,). De cele mai multe ori, aceste distributii sunt sau pot
fi considerate gaussiene.

3). Se calculeaza parametrii distributiilor de probabilitate de la punctul
anterior, adica media si dispersia (daca distributiile sunt gaussiene).

4). Se calculeaza pragul deciziei, dat de valoarea termenului din dreapta a
regulii de decizie, pentru definirea domeniilor de integrare Sg si Ss.
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5). Se calculeaza probabilitatile (12) - (15), dupa caz.

4.6. Criteriul plauzibilitatii maxime

Sursa emite doua simboluri @g $i a3, cu probabilitatile P(ap) si P(ay).
Pentru transmisia celor doua simboluri se folosesc semnalele So(t) si Si(t).
Durata semnalelor si(t), i=1,2, este T si coincide cu durata observatiilor D.
Numarul de observatii, constituite din esantioanele semnalului receptionat
in intervalul considerat, este N.
Cu privire la cele doud simboluri se fac ipotezele:

Ho: s-a transmis simbolul “0”
Hi: s-a transmis simbolul “1”

Esantioanele semnalului receptionat sunt Yi,Yy»,...,yn §i determind in spatiul
esantioanelor (sau al semnalului receptionat) varful vectorului V.
Esantioanele semnalului receptionat definesc vectorul aleatoriu y = [y; Y
Pentru o decizie corecta trebuie ca probabilitatea de decizie (a
posteriori) sa fie maxima. Pentru stabilirea unei reguli de decizie se
considerd probabilitdtile ipotezelor Hop si Hi, condifionate de vectorul
observatiilor y:
e P(Holy), probabilitatea ca ipoteza Hy sa fie adevarata;
e P(H/y) probabilitatea ca ipoteza H; sa fie adevarata.
Dupa valorile celor doud probabilitati conditionate se va considera
ca este adevaratad ipoteza ce are probabilitatea cea mai mare. Astfel, se va
considera ca:

ipoteza Hp adevarata daca P(Ho/y) > P(Haly)
si
ipoteza Hj adevarata daca P(H1/y) > P(Holy).

sau, intr-o forma mai restransa, se poate scrie:

H1
P(H1/y) > (323)
P(Hgo/y) <

Ho
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ceea ce inseamna ca se va alege ipoteza H; daca raportul este mai mare
decat 1, si ipoteza Hp cand raportul este mai mic decat 1.

Probabilitatea conditionatd P(Hj/y)este numitd probabilitate a
posteriori, deci este o probabilitate calculatd dupa ce s-au efectuat
observatiile asupra semnalului receptionat. Criteriul de decizie (16) este
numit criteriul probabilitatii a posteriori maxime. Utilizand regula lui
Bayes, P(Hj/y) poate fi scrisa sub forma

fFCYIH{) P(Hj
P(Hily)= (YIHj{)-P(Hj) (324)
f(y)
si regula de decizie (16) devine
H1
P(H1) f(YyIH1D) >, (325)
P(Ho)- f(ylHo) =
HO
sau
H1
f(ylH1) > P(Ho) (326)
f(ylHo) = P(H1)
Ho
Raportul densitatilor de probabilitate
f(ylH
L(y):M (327)
f(ylHo)

se numeste raport de plauzibilitate si este o variabila aleatorie intrucat este
o functie de variabila aleatorie y. Raportul probabilitatilor a priori

_P(Ho)
! P(H1)

(328)

se numeste pragul testului.

Asadar, criteriul probabilitafii maxime a posteriori consta in
compararea raportului de plauzibilitate cu pragul testului. De remarcat ca
pragul testului este cunoscut din raportul probabilitatilor de furnizare a celor
doua simboluri, numite si probabilitdti a priori. Raportul de plauzibiliate
depinde de probabilitatile_a posteriori.
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Cand observatiile sunt afectate de zgomot, este posibil sa se ia si
decizii incorecte. Cazurile P(Do|Ho) si P(Di1|Hi1) corespund situatiilor
corecte. Cazurile caracterizate de probabilitatile conditionate P(Dg|H1) si
P(D1|Ho), reprezinta probabilitatile deciziilor incorecte.

Avantajul relatiei (324) este ca densitatile de probabilitate f(y/H,),i=01
pot fi calculate din statistica zgomotului inainte de efectuarea oricarei
observatii, ceea ce este esential pentru definirea criteriului deciziei. Acestea
sunt marimi a priori in procesul de transmisie si decizie.

Rezolvarea problemei deciziei necesita parcurgerea urmatorilor pasi:

1). din cunoasterea statistica a zgomotului se calculeaza (sau estimeaza)
functiile de densitate de probabilitate f(y/H,),i=01;

2). de calculeaza pragul deciziei, y ;

3). de evalueaza criteriul de decizie pentru fiecare vector receptionat.

4.7. Criteriul riscului minim (Bayes)

In multe aplicatii ingineresti, costul are un rol important in cadrul
exploatirii sistemului de transmisiune. In astfel de aplicatii este posibil si se
stabileasca reguli de decizie care sd minimizeze un criteriu bazat pe
costurile deciziilor luate, deci sa se minimizeze costul mediu al deciziilor
luate. De exemplu, in contextul detectiei radar, costul si consecintele
pierderii unei tinte sunt total diferite de cele ale unei alarme false. De aceea,
o decizie optima trebuie sa aiba in vedere costurile relative si sd minimizeze
costul mediu.

Consecintele diferite ale deciziilor luate vor fi masurate prin
costurile Cj;, i,j=0,1. Primul indice indica decizia luata, D;, si al doilea
indice aratd ipoteza considerata, H;. Ca urmare a celor patru cazuri posibile,
puse in evidenta in paragraful anterior, rezultd existenta a patru costuri.
Astfel, Cqg si Cy; vor fi costurile deciziilor corecte, si Coz si Cyo VOr costurile
deciziilor false. Corespunzator celor patru cazuri puse in evidentd, costul
este o variabila aleatorie discreta. Probabilitatea unui cost este data de
probabilitatea deciziei luate, corectd sau falsa. Valoarea medie a costului se
numeste risc, si se calculeaza cu relatia:

11 1 1
R=C= 2 >CijP(Di.H}j)= 2 2.CijP(H j)P(DjlH j)(329)
i=0j=0 i=0j=0

153



Prelucrarea statistica si informationald a semnalelor

unde P(Dj,H j) este probabilitatea ca receptorul sa ia decizia D; §i sursa sa
furnizeze simbolul a; P(Dj|H j) este probabilitatea ca receptorul sa ia

decizia D; daca se considera ipoteza H; adevaratd, conform careia s-a
transmis simbolul a;.

O regula de decizie care sa minimizeze costul mediu (328), numita
regula de decizie Bayes, se poate stabili dupa urmatoarele considerente.
Daca Sy si S1 sunt partitiile spatiului observatiilor, si se ia decizia Dy daca
yeSy si se ia decizia D; daca yeS;, costul mediu devine:

R=C=Cgg-P(Hg)-P(DglHQ)+C10-P(HQ) - P(D1IHQ)+
+Co1-P(H1)-P(DolH1)+C11-P(H1)-P(D1lH1) =
=C00-P(H0): | f(yIHQ)AY +C10-P(Ho)- [ f(yIHQ)Y +

(330)

So S1
+Co1-P(H1)- [ F(YIHDAY +C11-P(H1)- [ F(y[H1)dY
So S1

unde integralele au ordinul de multiplicitate n egal cu dimensiunea
vectorului y, si dY este dy,dy,...dyn.

Pentru obtinerea unei expresii mai simple a costului mediu se vor
exprima integralele din relatia (309) numai in functie de intervalul (spatiul)
Sp (sau S;) si se folosesc proprietdtile functiei densitate de probabilitate f(y).
Intrucat S;U Sy =S =(-00,%00) i S; N So = se pot scrie relatiile

[f(yIHQ)Y =1- [f(y|Hg)dY (331)
S1 SO
[ f(yIHDdY =1- [f(yIH1)Y (332),
S1 So

astfel incat expresia costului mediu devine:

C=C10P(HQ)+C11P(H1)+
[[P(H1)(Co1-C1T(YIH1)-P(Ho)C10-Co0)f (Y| H)Y (333)
S0
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Intrucat costurile deciziilor false sunt mai mari decat costurile deciziilor
adevarate,

C10>Co0 si  Cp1>C11 (334)

pentru a minimiza costul mediu, in domeniul de integrare Sp se vor pune
toate punctele y pentru care expresia de sub integrala este minima

P(H1)(Co1-C11) f(¥IH1)~P(H0)(C10-Coo) f(¥IH0) <0(335)
Rezulta regula de decizie:
Considera Hy adevarata daca
P(H1)-(Co1-C11)- F(YIH1) <P(H0)-(C10-Coo)- f(YIH0)(336).

Folosind marimile raport de plauzibilitate si pragul testului, regula de
decizie Bayes este:

H
_f(ylH1) > P(HQ)-(C10-Coo)

L =
(y) f(ylHo) Hgo p(Hl)-(Col—Cll)

(337).

Observatii: 1). In cazul unor densititi de probabilitate ce contin functii
exponentiale, in scopul simplificarii receptorului, Se poate considera ultima
relatie prin logaritmul natural. Se obtine criteriul echivalent

H1
InL(y) i Iny (338)

Ho

2). Regula de decizie Bayes minimizeaza probabilitatea medie de eroare
cand Cpp=C1;=0 si C10=Cp1=1. Receptorul care implementeaza regula de
decizie dupa plauzibilitate maxima se numeste receptor de probabilitate
minima a erorii.

3). Regula de decizie Bayes este optimald in raport cu costul mediu, in
sensul ca nicio altd reguld de decizie nu determina obfinerea unui cost
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mediu mai mic. Valoarea minima astfel obtinutd se numeste riscul lui
Bayes.

4). Pentru a aplica regula de decizie Bayes si regula probabilitatii maxime a
posteriori, trebuic sa cunoastem probabilitatile a priori P(ao), P(ai) si
costurile relative.

Exemplu: In sistemele de detectie radar, decizia despre prezenta (ipoteza
H;) sau absenta (ipoteza Hp) unei finte este realizata pe baza unei observatii
y cu urmatoarele densitati de probabilitate:

2 2

y y© . Ly y-A
f(y/H,)= - , f(y/H,)= |——exp| -~
(yIHo) NOeXp{ 2NO] (y/Hy) 27AN,, ex'{ 2N, }

unde y>0, A este “amplitudinea” semnalului cand tinta este prezentd si N
este varianta (dispersia) zgomotului. 1). Sa se stabileasca regula de decizie,
presupunand P(ap) = 0.49. Valori numerice: No = 0.1 W/Hz; A=1V. Sase
reprezinte grafic. 2). Sa se precizeze dacd existd tinta, daca s-a receptionat
valoarea y = 0.9. 3). Sa se calculeze probabilitatile alarmei false, Pf, si
probabilitatea unei pierderi, Pm.

Solutie: 1). Regula de decizie presupune calculul raportului de plauzibilitate
si a pragului testului. Raportul de plauzibilitate este

y exp{(y—A)Z}
f(y/H)) \/ZEANO 2N, Ng exp{zyA_AZ}

M=3aTR T \2ny 2N
0 yexp( y2] 0
N0 2N0
Pragul testului este
P(H
y= (Ho) 049 _ 0.9608,
P(Hy) 051
iar criteriul de decizie este
H1
[N 2yA— A2
0 y >
A(y) = ex = 0.9608
(¥) 2.y p{ 2N, ] < 7
HO
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wiyHO)
wiyH1) ||

0.z 0.4 0.6 n.a 1
Y Y

2). Pentru y =0.9, asa cum se poate observa si din graficul anterior, raportul
de plauzibilitate este

A(0.9) = 0.1 (2-0.9-1—1

exp =7.26>y=09608— H; TRUE
27-0.9 2-0.1

3). Probabilitatile cerute reprezinta ariile reprezentate in figura de mai jos.
Expresiile de calcul sunt:

0.89 _ 2
P,=P(D,/a,)= If(ylHl)dy:I ﬁexp{—(y A) }

7A 2N
So 0

2 2
P, =P(D,/2,)= [f(ylHo)y= [ Z-exp -2
Sl 0.89 O

157



Prelucrarea statistica si informationald a semnalelor

Exercitiu propus: Se considerda o problemd de detectie binard. Variabila
observata y are  densititile de  probabilitate  conditionate

1
fyla) =iz VeI =02l tyra)=er, y>0si P(ag)=0.15.
0, y>2

a). Sa se calculeze raportul de plauzibilitate si s se determine regiunile de
decizie, So si S;.

b). Sa se precizeze simbolul transmis (ap sau a;), daca s-a receptionat y =
0.1.

¢). Sa se calculeze probabilitatea alarmei false, Ps.

d). Sa se calculeze probabilitatea unei pierderi, Pp,.

e). Sa se calculeze probabilitatea medie de eroare, Pe.

4.8. Detectia unui semnal cunoscut prin observarea
discreta a semnalului receptionat si zgomot alb

In cazul detectiei binare, receptorul calculeazi decizia prin
observarea semnalului receptionat pe durata a T secunde. In fiecare interval
de observatie, receptorul efectueaza urmatoarele actiuni: esantioneaza,
prelucreaza esantioanele si evalueaza o reguld de decizie bazata pe
esantioanele obtinute.

Presupunem existenta a doua semnale So(t) si Si(t), corespunzatoare
celor doud simboluri ale sursei S. In ipoteza unui zgomot alb aditiv,
semnalul recepfionat este suma dintre semnalul emis si zgomotul de pe
canal:

y(t)=x(t)+n(t) (339)
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unde

t), daca se emite simbolul
X(t):{so( ) ite simbolul ag (340)

s1(t), daca se emite simbolul ap

De exemplu, So(t) poate fi un impuls dreptunghiular de duratd T si
amplitudine —1, iar s;(t) poate fi un impuls dreptunghiular de durata T si
amplitudine 1. Indiferent de caz, semnalul x(t) se cunoaste. Ceeca ce nu
cunoaste receptorul este care din cele doua semnale, So(t) si S1(t), a fost emis
pe durata unui interval de observatie, T.

Presupunem ca receptorul preia m esantioane Yi, Ya,...,ym din
semnalul receptionat y(t). Valorile esantioanelor definesc un vector aleatoriu
y=[y1 V2 ... ym]". In raport cu cele doud ipoteze, H; si Ho , esantioanele
semnalului receptionat sunt:

Yk =50,k + Nk inipoteza H (341)
Yk =1,k + Nk inipoteza H1q (342)

unde Sox=So(t) si S1x=S1(tx) sunt esantioanele cunoscute la momentul de
timp ty .

Fie f(y|Ho) si f(y|H1) densitatile de probabilitate conditionate ale
vectorului receptionat in raport cu cele doud ipoteze. Acestea sunt impuse
de f.d.p. a zgomotului n.

.....

Cf(ylHD) 2EP(Ho)

L =
) f(ylHo) Hﬁo P(H1)

(343)

Forma finald a criteriului de decizie se modifica in functie de ipotezele care
se fac asupra zgomotului de pe canal. Primul lucru ce trebuie verificat este
daca esantioanele zgomotului sunt sau nu independente.
Fie un zgomot gaussian cu medie zero, cu densitatea spectrala de
putere:
NO
Sn(f)=173 daca| f|<B (344)
0, inrest
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unde No/2 este densitatea spectrala de putere in reprezentare bilaterala si B
este banda receptorului, uzual egali cu banda semnalului X(t). In aceste
conditii, zgomotul n(t) se mai numeste zgomot alb gaussian de banda
limitatd. Se poate calcula usor puterea (dispersia) zgomotului in banda
canalului

E{n(t)2}= o?=Ng-B (345)

si functia de autocorelatie
Rnn(7)=Ng-B-sinc(27z-Br) (346)
Dacé esantioanele receptorului sunt luate la momentele de timp
t=k/(2B), k=1,2,...,m atunci ele sunt necorelate, si - prin ipoteza distributiei

gaussiene a zgomotului - rezultd ca esantioanele vor fi independente.
Rezulta densitatea de probabilitate conditionata a vectorului receptionat:

2
m m Vi = Si
fiylHi)= [T fCyklHD=T1 exp—( k 'zk) _
k=1 K=1V27 5?2 20
- , (347)
m e
= L “exp - Z —(yk S|2,k)

\/27ro-2 k=1 20

Inlocuind expresia f.d.p. in regula de decizie si logaritmand in baza e,
obtinem:

H1
m > P
22 & [P -uf] - {0 o
Ho

sau, echivalent,:

m m Hl m
> P 1
D YKLk~ 2. Yk SO,k azln[ (Ho)]+5_ Z(sik—sé,k)(349)
k=1

k=1 K=1 = P(H1)
HO
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Sau
H1
i > P(Ho)), 1 &
ZYk(Sllk—SO,k) < O'zln[P(—o) +§' Z(Slz,k_ss,k) (350)
k=1 = H1 k=1
HO
In notatie matriciala, ultima relatie se scrie:
H1
LI = 2In M +l. T.o—ql. 351
y [S]_ SO] < o] P(H]_) > (Sl S1—So So) (351)
Ho

unde s; , i=0,1, este vectorul esantioanelor semnalului determinist.

Fig. 8 prezinta structura receptorului pentru detectia binara prin
observare discretd. Semnalul receptionat este esantionat cu perioada Ts.
Blocul DSP (Digital Signal Processing) calculeaza termenul din partea
stanga a regulii de decizie, care - in esenta - este un sumator.

X
k Element
Y o—= s&H DSP -
memorie o () — Hl
SD Sl T < 0 —* H
0
TS T
Cenerator
Pragul
testulm

Fig. 8: Structura receptorului prin observare discretd a semnalului receptionat

Esantioanele semnalelor So(t) si S1(t) sunt generate de un bloc special
numit “Generator” sau poate fi un circuit de memorie. Dupa prelucrarea
tuturor esantioanelor, rezultatul se introduce intr-o celuld de memorie. La
fiecare T secunde se compara iesirea elementului de memorare cu pragul
testului, rezultand ca fiind adevaratd una din cele doua ipoteze, Hp sau H;.

4.9. Caracteristica de operare a detectorului

Odata cu dorinta de crestere a probabilitatii de detectie, prin — de
exemplu - micsorarea pragului deciziei, are loc si cresterea probabilitatii
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alarmei false ceea ce este mai putin de dorit. La fel se judecd si cu
probabilitatile complementare. Micsorarea probabilitatii alarmei false, Py, la
fel prin cresterea pragului deciziei, nu se poate face decat cu cresterea
probabilitatii de pierdere Pp, asa cum se poate vedea in fig. 9.

In functie de densititile de probabilitate implicate, dependenta
probabilititii de detectie in functie de probabilitatea alarmei false are o
comportare neliniara. Caracteristica cea mai dorita corespunde unei curbe ce
impune o probabilitate de detectie cat mai mare si o probabilitate de alarma
falsa cat mai mica, deci o curba cu o panta cat mai mare.

SU S]

e/ ) fee/ Hy)

¥

Fig. 9: Dependenta probabilititilor deciziilor false de pragul deciziei

Dependenta Py de P; se numeste caracteristica de operare a
receptorului (ROC = Receiver Operating Characteristic), cu alura tipica din
fig. 10. Caracteristica se foloseste la vizualizarea si selectarea
clasificatoarelor (detectoarelor) in functie de performantele obtinute.

Observatie: Fie problema detectiei binare in care se cunosc semnalele
corespunzatoare simbolurilor emise, precum si parametrii zgomotului

gaussian N (O, 0'2) . Probabilitatea detectiei este

(y-pq)?

< 1 % o2
Pg = |W(y/a)dy=——=|e 20" dy
)J; ' \/27r0'2;[

Prin schimbarea de variabila y—H =t se obtine dy=0- J2.dt s

o2
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<2 <2
je_t a-ﬁ-dt:% J'e_t dt
il 4 Y—H1
o o
Considerand functia standard:

_t2
erfc(x) = dt=1-—erf(x)

r‘e

se obtine probabilitatea de detectie

1 —t 1 Y=
Py ==| = dt|=Zerfd 7~
477 f j 2 c( o

o

Similar, pentru probabilitatea alarmei false, se obtine expresia

1| 2 72 1 (y—mo
R dt |=Zerfd Z—40 |,
fz\/_jﬂ 2{0}
(o2

Considerand doua valori pentru zgomotul de pe canal, 0 =0.5 si o =1, si
modificand pragul deciziei in intervalul [-1;3] se obtin reprezentdrile din
fig.10. Se observa performantele superioare in conditiile in care zgomotul
are putere mai mica.

La fiecare decizie se produce un punct pe caracteristica de
functionare a detectorului. Cu cat caracteristica este mai abruptd si mai
apropiatd de axa Y, cu atat detectia este mai buna.
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Pd Pt Pdws Pt

gRmmz garmma

Fig. 10: Constructia caracteristicii de operare a detectorului

Exercitiu_propus: In conditiile exemplului 1, si se calculeze relatia de
legatura dintre Py, si P, deci P, =F(P;). Se poate folosi si parametrul

d =y — .

Exercitiul 1: Un sistem de comunicatie binar utilizeaza formele de unda din
figurd pentru transmiterea secventelor de “1” si “0” logic, cu probabilitdtile

P(ag) =0.3 si P(a;)=0.7. La intrarea receptorului, semnalul soseste cu
zgomot gaussian cu medie zero si densitate spectrala de putere

N
Yo :10_6, |a)| <amg = 27[106
Spn(@) =1 2 :
0, |a)| > @y :106
31(/3) SO ﬁ)
1V
t 1ms ¢
0 1 ms 0
1

Se cere:

a). Sa se deseneze semnalul receptionat y(t)=s(t)+n(t), daca sursa emite
succesiunea 0110010101; se va considera o abatere standard de 0.3 V.

b). Daca receptorul esantioneaza semnalul receptionat odatd la fiecare Ts =
0.2 ms si ia o decizie la T=1ms, sa se scrie regula de decizie bazata pe
plauzibilitate maxima.

¢). Sa se calculeze probabilitatea medie de eroare pentru observare discreta.
d). Sa se decida simbolurile transmise daca vectorul esantioanelor este:
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y =[-0.5; —0.1;, —0.25-0.35; 0.0; 1.25; 0.55; 0.89 0.36 0.1]

Solutie:

a). Semnalul receptionat este desenat in figura urmatoare. S-a presupus un
zgomot mic (amplitudine 0.3 V) 1in raport cu amplitudinea semnalului emis.

2 2 2
5() nft) yt)

1 I 1

ol Loo|1|o|ljojly O o

“ &0 100 0 &0 1m0 0 &0 100

b). Numarul de observatii efectuate in intervalul T = 1 ms este m=1/0.2 = 5.
Functia de autocorelatie a zgomotului este

Ng . . .
R (7) = wgﬁo sinc(wgr) = (2 10 6)-106 -sinc(2710°%7)

care se anuleaza la momentele de timp

3 ki 3 ki _
27-fo  27.10°

Tk k-0.5,uS, keZ

Dacad numarul de esantioane este m=5, perioada de esantionare de

T 1073 . .
Tg=— ~110" _ 2 ms este un multiplu al momentelor de trecere prin
m
zero a functiei de autocorelatie a zgomotului. Ca urmare, esantioanele
zgomotului sunt independente si se poate aplica regula de decizie bazata pe
plauzibilitate maxima si observare discreta a semnalului receptionat.

H1
Tl edl = 21 P20, L (7. T,
y ' [s1-s0] < M B2 (51 s1-50 so)
Ho
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unde Si = [S. S Sim]T este vectorul esantioanelor semnalului S;(t),

i1 ti2
i=0,1 si y=[y1 Yo oo ym]T este vectorul esantioanelor semnalului
receptionat.  Vectorii s;, i=0,1  devin sf:[l 1 .1 i
s-(l)_:[—l —1 .. —1]. Efectuand cateva calcule simple se obtine expresia
H1
2. Yk (1 = Sok) - 02"{ ( O)jJr—'Z(SZlk—SzOk)
k=1 = Pla1)) 2 5
Ho
Sau
H1 5
m > P
> Yk g In( (ao)]+1-m-(sl+so)
k=1 < S1-Sq P( al) 2
Ho
Sau
H1 )
m > P Sp+S
18 o In( (ao)jJr 1+50
m k=1 < m(Sl-So) P( al) 2
Ho
2

Dispersia zgomotului este o
regulii de decizie:

=Ry, (0) =2 W. Rezulta expresia finalda a

Regula presupune calculul mediei aritmetice a valorilor esantioanelor
receptionate si compararea cu valoarea pragului y = —0.1695.

c). Pentru calculul probabilitdtilor trebuie calculate media si dispersia
variabilei y, in cele doua ipoteze Hj si, respectiv, Ho. In ipoteza Ho:
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1M 1 m 1
,uZ:EZ/aozE— > yk =—E<{ > SO :—-m-50:50:_1v
m k=1 m k m

In ipoteza Hy:

=E{Z/a} 2 y =1E gs :i-m-s =s, =1V
Hz1 1 m =,k oy 1771

Dispersia variabilei de decizie Z este:

m m
2 —Ez2(t){-u2 =gl L Y-
o H X X VY —H
z { } Z m2i:1j:1| ] YA
m m m m m
1 2 1 2 2
L3 ¥ ey bud b T eb?h T T elyyh|-ud-
m2iz1j=1 UV T2 m2|3Zy TV 52 UV T2
i i1# ] |
I ]
_1 ( 2 ) ; 2 _
=—>|mol+u +Z ZR (1) |—u5 =
m?2 y "y i—1j-1 yy Z
i i# ] ]
2 42 2
1 2 2 %Y, Y 2 Y2
= Z{m (a +,u )+m(m 1)- ,uy} ,uz—m+m+,uy - ,uy
2
%Y 2 o4w
m 5

cu aceeasi valoare, indiferent de ipotezi. In ultima expresie s-au folosit
relatiile:

(i) ely? =02+
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(i) E{yiyj}:E{(si+ni sj+nj)}:
=B sy fE{s B s Bl f -

:E{Si}~E{sj}+0+0+E{ni}-E{nj}:,uS~,uS+0+0+0-0=,u82:,u§
1 m 1 m 1
(i) py = E{Z}= E{Hizlyi}:aizlE{yi }:E.m.ﬂy = u,

S-a folosit faptul ca {s;} si {n;} sunt necorelate si cd dispersia esantioanelor
semnalului receptionat este aceeasi cu dispersia zgomotului de pe canal.

Probabilitatile de eroare se calculeaza usor cu ajutorul figurii de mai
jos. Probabilitatea medie de eroare este

P, =P(D; mag)+P(Dy nag) =P(ag)-P(Dy/ag) +P(ag)-P(Dg/ag) =
=P(ag) Pt +P(a1) Py

1.5 T T T T T

0.5+

-0.1695

Expresiile generale pentru probabilitati sunt:

00 00 2
P = P(Dy/ag) = [W(Z/ag)dZ = ! jexp[— (”1; }12

¥ \/27z0'22 7

¥
P, =P(D,/a)= [w(z/a,)dZ=

— 00 Z — 00
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In vederea folosirii functiei eroare °, pentru prima probabilitate se face

schimbarea de variabila i/%’uz =t. Rezultd dZ=x/§0'-dt, limitele de
¥o3

integrare devin t = r+1 :_0'1695+1=1.4681, ty) = si relatia

\/5'0'2 J2.04

finala

Pf = P(D]_/ao) =

(e 0] o0
! jexp(—tz)-a-dt\/_zi jexp(—tzjdtz
[27r02 t] ‘/;tl
1 0.0379

2 @ 2) 1
==.| — [exp| —t< [dt|==|erfc(t;)|= ———=10.0189
5 ‘/;t'g p( 2[ (t)] >

y—-1 -0.1695-1

Pentru a doua probabilitate, avem t, = = =-2.0674,
P 1 \/E-O' \/5-0.4
ty = oo sirelatia finald
1 —2.0674
P,=P(D,/a)=——= jexp(—tz)ﬁa-dt:
\|2mo? s
1 —2.0674 )
=— ex (—t )ﬂ:
i e
— 0
+ 00
1] 2 ( 2)1 1 0.0035
== = expl—t< fdt | = =|erfc(2.0674)|= ———— =0.0017
2| = e S [erfo(2.0674)] ===

% 2.0674

Probabilitatea medie de eroare este

P, = P(ag)- P + P(ay)- Py, =0.3-0.0189+0.7-0.0017 = 0.0069

2 erf(x)—i]se_tzdt erfc(x) =1-erf(x) = 2 ojoe_tzdt
Jr ’ T Jr
0 X
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d). Vectorul receptionat contine 10 esantioane, deci corespunde transmisiei
a doud simboluri. Pentru primele 5 esantioane se obtine:
5
1 . -
2=¢ >y, =-0.24<-0.084= H, ADEVARATA,
k=1
deci s-a transmis ag= ‘0’ logic.

Pentru urmatoarele 5 esantioane rezulta
5
1 - -
2=¢ DY, =0.63>-0.084= H, ADEVARATA,
k=1
deci s-a transmis a;= ‘1’ logic.

Exercitiu propus: Un sistem de comunicatie binar utilizeazd formele de
unda: s,(t)=0Vsi s,(t)=2V . La intrarea receptorului, semnalul soseste

Cu zgomot gaussian cu medie zero si dispersie &% =0.2. Banda canalului
este B =2 MHz. Durata de transmisie a unui simbol este T =1 5. Se cere:

1). Sa se identifice/determine/stabileasca perioada minima de esantionare si
numdrul maxim de esantioane independente din intervalul de observare.

2). Daca receptorul considera numarul maxim de esantioane, sd se scrie
regula de decizie bazatd pe plauzibilitate maximad. Se considerd

P(a,) =P(a,)/3.
3). Sa se calculeze probabilitatea medie de eroare.

4). Sa se decida simbolurile transmise daca vectorul esantioanelor este:
y =[-0.11,-0.15,-0.25,+0.21,0; 0.15,1.55,1.89,0.36,0.12] + 0.1.

4.10. Detectia multipla
4.10.1. Ipoteze

Se considerd o sursa de informatie cu mai multe simboluri si cu
distributie cunoscuta:

a, a, Ay,
S: 352
[ P(a,) P(a) .. Play, )j %52
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Emitatorul va genera semnalele S (t),Sq(t),...,Sp—1(t), dupd cum a fost

emis ag, & si, respectiv, ap_1. Semnalele emise sunt cunoscute de

receptor. Ceea ce nu se cunoaste la receptie este care semnal, din cele M
posibile, a fost emis la un moment dat.
La iesirea canalului aditiv se receptioneaza semnalul

y(t)=s,(t)+n(t), i=04L..M-1 (353)

unde n(t) este zgomotul de pe canal. O reprezentare intuitiva a semnalului
receptionat este prezentata in fig.11, pentru cazul a 4 simboluri.

| V(=30 |
3 ||"' IHl || I.IL n 'Iq X(t) el Il..‘.||.. "||| I.lI .
1 '”I.._‘l.r.ll.q.l_lll_llll |||I ~|J|'"lu||" ""'Il
, Al 6, W | bty I

N ! tr|]l| il Wkl o || |
3 I llhl | 1

N VIR Ir |
E 1 1 1 1 1 t [PS]
“o 10 20 30 40 a0 60 70

Fig. 11 : Semnale pentru cazul detectiei a M = 4 simboluri,
Sot) = —3,51(11) =-1 So (t) =1 S3 (t) =3

4.10.2. Criteriul riscului minim (Bayes) in ipoteza multipla

Daca deciziile sunt insosite de costuri, atunci intereseaza costul
mediu minim. Considerand Cj; ca fiind costurile deciziilor luate si

P(Djna j ),i, j=01,..., M —1 probabilitatile intersectiei evenimentului de a
se lua decizia D; si a furnizarii mesajului a;, expresia costului mediu este:

_ M-1M-1
cC= Y Y C.. P(D ma )=
i=0j=0 J
(354)
M-1M -1
= > Y C..-P(D./a.)-P(a.)
i=0 j=0 ij ) J

Probabilitatile conditionate din relatia de mai sus se calculeaza cu expresia:
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P(D,/a;)= [ f(y/a,)dy (355)

S.
i

unde f(y/a;) este densitatea de probabilitate a semnalului receptionat

conditionatd de simbolul a;. Spatiul observatiilor S este impartit acum in M
subspatii S,,S,,..., Sy, ; astfel incat

S:SOUS]_U"'USM—J. (356)

Pentru gasirea suprafetei de decizie care minimizeaza costul mediu, relatia
(42) poate fi rescrisa prin separarea costurilor deciziilor corecte:

_ M-1M -1
i=0j=0, S.
. I
[E (357)
M -1
+ % Ci-P(a)- [f(y/H, My
=0 S.

Intrucat
M -1
[f(yra)dy=1-">" [f(y/aj)dy (358)
Si 1=0,s;
J#1

al doilea termen din (351) se poate scrie echivalent:

1 M-1
CiiP(aj)|1- > jf(y/ai)dy
0 j=0:s
J#I1

I M=

i .
. (359)
M -1 M -1 M-1
= I CiiP(@)- X CiP(@) > [fly/apdy
i= =

1=0,5;
j#i

Rezulta pentru (351):
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-1

C-= z ZC,JP(a ) [ f(y/aj)dy+
=0 j=0, S;
J#i

b c.. P(aj) - ZC..P(a)jf(y/a)dy—
=0 =0 j=0,

jil J

-5 e [f(y/aj)dy-

i=0j=0, S
j;tl
1M1
-y ZC..P(a)jf(y/a)dy+ zc.. P(aj) =
i =0 j=0, S
J#i
M-1M-1
= X X |CijPGaj) [ f(y/aj)dy-CiiP(a) [ f(y/a)dy |+
=0 j=0, Si S
j;tl
M1 (360)
+ZC“P(aI)
=0
Intrucat
P(aj) [ f(y/aj)dy =P(a) | f(y/a;)dy (361)
S S;
se poate scrie
_ M-1_M-1 M -1
C=3 [ = P@plci-Cyfiy/ajdy+ zc,, P(a;) (362)
i=0s, j=0, 1=0
j;tl

Se observa ca al doilea termen este constant, astfel incat costul este
determinat numai de primul termen, in functie de spatiul selectat. Valoarea
minima a integralei impune selectia ipotezei pentru care expresia de sub
integrala
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M -1
L(y)= X P(a,-)-(Cij—C,-j)-f(y/H,-) (363)
j=0,
J#I
este minima.
Definind rapoarte de plauzibilitate de forma:

Ai(y)z%, i=01,..,M -1 (364)
Se poate scoate scrie
f(y/a)=A(y)T(y/a,) (365)
si
-1
)= M e e A ) (368
f(y/Ho) 23 ij

Regula de decizie consta in alegerea ipotezei H, pentru care functia J; (y)
este minima.

4.10.3. Regula probabilitatii maxime a posteriori (MAP*)

In sistemele de comunicatii, se considera des urmdtoarele costuri

C,=0, i=12,..,.M -1 (367)
s
C; =L i=j, i,j=12,.,M-1 (368)

In acest caz, minimizarea costului mediu este echivalentd cu minimizarea
probilitatiii medii de eroare. Inlocuind (358) si (359) in (354) se obtine

%0 MAP = Maximum A posteriori Probability
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M-1
Li(y)= XP(a;)-f(y/a;)dy=

j=0
M -1 (369)
= _zg(aj 1y)-f(y)=[1-P(a /y)]- f(y)
1=y,
j#i

Minimizarea expresiei (62) este echivalentd cu maximizarea probabilitatii
P(a; /y), care este probabilitatea a posteriori de a lua decizia H,; dandu-se

vectorul observatiilor y .

4.10.4. Regula (criteriul) plauzibilitatii maxime

daca
f(yla;) Pla;) . . ..
A = \v/ =012,..M -1
i(Y) f(y/aj)>P(ai), i=j, 1,j=012,., (370)
sau
D,: Ay(y)>yy, Vizj=012,.,M-1 (371)

Pentru cazul unui zgomot alb gaussian, cu medie nuld si dispersie 0'2, s

prin observarea discretd a semnalului receptionat la momente generatoare de
esantioane independente, relatia (63) poate fi scrisa sub forma

_ 2
N i)
Tty / P S 7
A (y)_]l;!: (yk ai)_e k=1 20 > P(HJ)
NI N B _ 2 < P(H) @372
[1f(v/a;) N (yk ST (Ho)
ket -y 0 ]
e k=1 202
Vi# |

Considerand logaritmul natural al raportului de plauzibilitate, se obtine
conditia pentru H; adevarata:
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(y —Sik)2 N (y —Sjk)2

N P(H;)
Kk k j
-2 — 5+ X2 >1n , 373
K21 202 k21 202 p(Hy) G
Vi# |
sau
N P(H.) N
2 2 J 2
> —S. <—20%-In + X -S. ,
k=1(yk k) P(H;) k:l(yk ik (374)
Vi# |
Prin prelucrari succesive, Vi = j, Se pot scrie expresiile:
N P(Hj) N
> (_Zyksik+32ik)<_20-2|nw+ > (—Zyksjk+szjk)(375)
N ID(HJ-) N
2 Yy (sik—s.k)>202-ln + z(szik—szjk) (376)
k=1 k ] P(H,) k=1
N P(H ) N
>y (sik—sjk)>azln J +1 z(szik—szjk) (377)
k=1 k P(H;) 2y =1
P(H:)
1 N o? i’ 1 Nio o
— > Yy (s, —-S. )> -In +— Z(s ik —S jk)(378)
ik k
N 21k j N P(H) 2N Z)
Considerand observatiile sub forma unor vectori coloana
y=[% Y W (379)
Si Z[Sil e Sige e SiN]T (380)
S; =[sj1 o Sj e SN (381)
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se obtine relatia matriciald “Considera D; daca

T 2 P(HJ) T T
1s. —s. n———+=|s! -s. —s. .s. |
Y (' J)>U P(Hi)+2(l i ] J) (382)
Vi# i, j=012,..M —1;

Structura generala a unui receptor pentru detectia multipla are la baza relatia
(369) si este prezentata in fig.12. Schema va selecta acea decizie pentru care
corelatia dintre vectorul observatiilor, Yy, si vectorii semnalelor emise,
{SJ- ,]1=01,...,M -1} este maxima.

T —1 < — 0,
g
5
l/ 0 Detector
»® y X & D
—= 5 & H
g AT
1
>< — 0 -1
SM-1
enerator

Fig. 12: Structura generald a unui receptor pentru detectie multipla si observare discreta

Functionarea schemei este urmatoarea: semnalul receptionat, y(t), este
esantionat si rezulta vectorul esantionelor y; de la un generator de semnale
(sau 0 memorie) se obtin esantioanele semnalelor
5i(t),i=01..,M -1 te[0,T]; inmultirea este realizati cu ajutorul
multiplicatoarelor; cea mai mare valoare este detectata de un circuit numit
“Detector de maxim”, implementat dupa relatia (381), cu ajutorul caruia se
determind cel mai probabil simbol emis, a;.

Observatii: Daca semnalele reprezinta impulsuri de amplitudine constanta,
asa cum se va vedea in exercitiul urmator, sj(t) =s; =ct, teltg,to +T], i
prin considerarea a N esantioane, se considera H; adevarata daca
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N 2 P(Hi) g2 _g2;
S Vi (s —5)>Z—In V202 ) vie
NKZq N P(H;) 2
sau
_ 2  P(H;)
2(s|—s-)'y>26 In J +si2—52, Vi# |
] N P(H;) J
sau
_ _ 2 P(H;) _
20 j 2 2 2 .
+2-y-\si —s;: |> In +y +s"—sT, Vi#
_ _ 2 P(H;) _ _
12,50 J 3 2 :
y —2.y.s,J+sJ N InP(H|)+y 2-y-sj+si, Vi# ]
Hj 2 P(H;
_ i 9 ( _
2 o J 2 ..
—S; < - -In +(y-sj)°, Vi#j=012,..,M-1
(y-si) N TH (y-sj) j=01

Ultima relatie arata cd se ia decizia D; daca variabila “finala” a observatiilor
(in cazul de fatd, media observatiilor) se afla la distanta (diferenta) minima
de semnalul s; din multimea tuturor semnalelor {s, j =0,1,.., M —1}. Acest

lucru se mai scrie:
D; dacd i = arg min{(gl—sj )2} ,j=012,...M -1 (383)

Exercitiul 1: Un sistem de comunicatii numeric utilizeaza formele de unda
de tip impuls, fiecare impuls emis putand avea o amplitudine din patru
posibile, -3,-1,1 sau 3, cu aceeasi probabilitate. Semnalul receptionat este
y(t)=si(t)+n(t), i=0,1,2,3, unde n(t) este un zgomot aleatoriu gaussian cu
medie zero si densitate spectrala de putere:

N

Son(f)= 7°=2-10—7, daca | f [ f =1MHz

0, daca| f > f, =1MHz
Receptorul prelucreaza cate cinci esantioane egal distantate pe durata
fiecarui impuls si ia o decizie. Durata de emisie a unui simbol este 10 ps iar
perioada de esantionare de 2 ps.
1). Sa se stabileasca regula de decizie si sa se calculeze probabilitatea
deciziei eronate.
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2). Sa se ia decizia cea mai buna pentru vectorul receptionat

y=[12 125 1.15 121 1.26]

Solutie: 1). In timpul duratei primului simbol receptionat [0, 10ps], si(t)
este constant si se citesc esantioanele semnalului receptionat y(t) la fiecare 2
us. S-a demonstrat ca esantioanele multiplu de 0.5 ps sunt independente,
deci si cele prelevate cu o perioada de 2 us sunt independente.

Regula de decizie pentru decizia D; este

Sj +Sj
2

— N
Z=Yy= kZlyk> =7ij>» V|¢J,si>sj

Variabila de decizie este media esantioanelor receptionate, deci vom avea
densitati de probabilitate de forma:

fz/a) = tlefaj)-— exp—(z_sjz) j=0123
2o, 20,

Dispersia zgomotului este:
oq?=Ng-B=4-10""-10 =04 W

Dispersia variabilei z este

2 2
(2

022= yza_n:%=0.08 W
N 5 5

Functiile densitate de probabilitate conditionate ale variabilei de decizie
Z =y siregiunile de decizie sunt indicate mai jos.
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f53 1 S fy3

Decide -3 Decide -1 Decide 1 Decide 3
a
0 4 ) a

F.d.p. conditionate si probabilitatile deciziilor incorecte

Fiecare portiune hasurata reprezinta probabilitatea unei decizii incorecte si
probabilitatea medie a deciziei incorecte este:

3
3 1
Pe = Z ZP(DHai)'P(ai):Z ZP(Dj|ai)=
J#I j#i
1 l + o0
:ZZ(arulor hasurate):z-6- Jz'f(z/a2 Ydz =

2= +Iooexp -1 dz=2 1 +J.ooexp 1 dz
2 \J2ra? 5 2.0, 2 J2r-008 2-0.08
. . _ z-1 . e .
Prin schimbarea de variabila t = se obtin noile limite de integrare
+/0.08

1 . _ . .
ty =——— si to=o0, wvariabila de integrare dt=dz/+0.08si
1~ Joos 2 |

probabilitatea medie de eroare

Pe=

N | w

1 T’ ( tZJd
—— | exp| —— |[dt
Vo 2
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Insa, pentru a folosi functia tabelata erf(x)*}, se face schimbarea de
variabila: t/+2 = x, dt =+/2-dx si se obtine:

1
t
1 2-0.08
3 1 t? 3 1
Pe=—:/1-05-—— |ex (——jdt =—-105-— expl— x? Jdx |=
72 m({ LSNFY i P RN cf) o)

_3 (g5 erf(a/016)_3 (. erf(25))_3 ( . 099959)
2 2 2 2 2 2
= 3.052-10"

2). Pentru vectorul receptionat y =[1.2 1.25 1.15 1.21 1.26] variabila
de decizie este

1

z=y= Yk :g(1.2+l.25+1.15+1.21+1.26):1.21
1

M2

1
N
Distantele dintre variabila de decizie z si valorile s; sunt:
d(z,50)% =(z-5¢)% =(1.21-(-3))? =4.212 =17.72
d(z,51)% =(z-57)% =(1.21-(-1))?> =2.21° = 4.88
d(z,5,)% =(z2-55)? =(1.21-(1))? =0.212 = 0.04
d(z,53)° =(z-53)% =(1.21-3)% =(-2.21)> = 4.88

Intrucat

ming ¥, =0;L,2,3}= minfl7.72; 4.88; 0.04; 4.88}=0.04=d3

rezulta ca s-a emis simbolul ay.

Exercitiul 2: Un sistem de comunicatie ternar foloseste semnalele
sit)=V, sp,(t)=2v i s3(t)=3V pentru emiterea simbolurilor
a; =0,ap =1,a3 =2 cu probabilitatile P(a;)=0.3,P(ay)=0.2. Zgomotul

3L erf(x) = 2/sqrt(pi) * integral from 0 to x of exp(-t"2) dt.
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de pe canal este aditiv, gaussian cu medie zero si varianta o =0.5. Se
folosesc esantioane independente. Receptorul face cate 2 observatii in
fiecare perioada de transmisie.

a). Sa se deseneze forma de undad receptionatd, pentru o secventa emisd
“010122101™.

b). Sa se scrie regula de decizie dupa plauzibilitate maxima si observare
discreta.

c). Sa se scrie si sa se deseneze densitatile de probabilitate
f(zlay), f(z/ay), f(z/az), unde z este variabila de decizie.

d). Sa se evidentieze subspatiile de decizie.
e). Sa se decida simbolurile emise dacd s-a receptionat
y = [+2.8,+3.2;40.2;+0.5;1.3,+0.75].

Solutie: b). Regula de decizie prin observare discreta, scrisd pentru cazul
ipotezei binare i si j, are la baza relatia

2 (P(Hj)) 1
Aii(2)=(si-sj)-z > zj=2-In +—-(32—32)
J J YUON L P(H)) 2 T
Pentru cazul multiplu se poate scrie regula
Di . Aij(Z)> ]/ij , Vi # j =12,..M
Valorile pragurilor se calculeaza cu relatiile
712 =%|n£+1(12 —22):0.25-In0.66—1.5=—1.6039
2 03 2
713 :Eln%+l(12 ~32)=025.In1.66 -4 = -3.8733
2 03 2
Rezulta matricea pragurilor
Y11 V12 713 0 -1.6039 -3.8733
Y=|7V21 V22 V23 |= 1.6039 0 —-2.2709

Y31 V32 733 3.8733 2.2709 0
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Din multimea pragurilor calculate se retin numai pragurile care au
semnificatie fizica, respectiv cele care separa cele trei domenii de observatii
S1, Sl Ss, asa cum se prezinta in figura de mai jos.

1

08
LT e

0

¢). Variabile de decizie este (z/a;) cu densitdtile de probabilitate

2
Z-S;
f(z/a; ):;exp —# , unde 622 =% /N.
21 o° 207
Aceasta expresie se foloseste la calculul probabilitatilor de eronare.

e). Pentru primele doua valori ale lui y = [+ 2.8;+3.2;+0.2;+0.5;1.3;+0.75] se
obtin valorile rapoartelor de plauzibilitate:

A1 =(51—32)‘M=(1—2)'¥=_3

Mgy = (o -59) XIENE) _g5). 28732 g

A23 = (32 —53).M — (2_3) 28;—32 ~_3

Celelalte valori ale raportului de plauzibilitate sunt scrise in matricea
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A= A21 A22 A23 =3 0 -3 ;
Azt Az Agg| [6 3 0

711 712 713 0 -16 -387
Y=|r21 722 7r23|=|16 0 227
Y31 Y32 V33 3.87 227 0

Considerand diverse referinte pentru simbolul emis (variabila i) putem scrie:
i=1si j=#I, rezultda j=2,3:
A12 =-3< 712 = -1.6039 —> H2 deci nu H;
A13 =-6< 713 = -3.87— H3 deci nu H;

I=2si j#1, rezulta j=13:
A21 =3> Y21 =1.6039 > H2
Agg =—3<y3=-227—-Hj ar putea deci nu H,

i=3si j=#Ii, rezultd j=1,2:
A31=6>}/31=3.87—)H3
A32 =3>]/32 =227—> H3

Rezulti H; ADEVARATA.

Pentru urmitoarele doud valori ale lui y = [+2.8;+3.2;+0.2;+0.5;1.3,+0.75]
se obtin:

Ay A Agg 0 -035 -07
A=Ay Ay Ayg|=l035 0 -035];
Az; Az Ag| |07 035 0

0 -16 -387
y=|16 0 -227
387 227 O

Considerand diverse referinte putem scrie:
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I=1si j=#I, rezulta j=23:
Agy =—0.35> 15 =-1.6039 - H,
A13 =-0.7> 713 = -3.87—> Hl

Rezulti H; ADEVARATA.

Pentru urmatoarele doua valori ale lui y = [+ 2.8;+3.2;+O.2;+O.5;1.8;+1.75]

se obtin:

A1 A Ags 0 -1775 -355
A=Ay Ay Ay3|=|1775 0 -1.775|;
A31 Az Asg 355 1.775 0
0 -16 -387
vy=| 1.6 0 -227
3.87 227 0
I=1si j#I, rezultda j=23:
Ay =-1775< y1p =-1.6039— H,
A3 =-3.55> 13 =-3.87 > Hy

I=2si j#I, rezultd j=13:
A21 =1.775> V21 =1.6039— H2
A23 =-1.775> Y23 = -2.27—>H 2

Rezulta H, ADEVARATA.

Exercitiu_propus: Un sistem de comunicatie ternar foloseste semnalele
sit) =0V, sy(t)=1V si s3(t)=2V pentru emiterea simbolurilor

a1,ap,a3, cu probabilititile P(a;) =0.25; P(a,)=0.35. Zgomotul de pe

canal este gaussian cu medie zero si varianta &% =0.25. Pentru luarea unei
decizii se considera cate trei esantioane independente ale semnalului

receptionat.
a). Sa se scrie regula de decizie dupa plauzibilitate maxima.
b). Sd se decida simbolurile transmise, daca vectorul receptionat este:

y =[+0.15+0.21,+0.23+2.51;+1.83+2.15].
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c). Sa se calculeze probabilitatea medie de eroare, considerand numai
probabilitatile de eroare (P12, P21) si (P23, P32). Celelate sunt suficient de
mici pentru a fi considerate nule.

4.11. Detectia secventiala
4.11.1. Detectia secventiala in cazul ipotezei binare

In multe aplicatii este posibil si se micsoreze durata observatiei,
discrete sau continue, datoritd puterii mici a zgomotului sau a restrictiilor de
timp impuse pentru luarea deciziei. Solutia practica constad in micsorarea
numarului de esantioane prelucrate pentru calculul raportului de
plauzibilitate si — deci — pentru luarea deciziei.

Daca zgomotul are putere mica, este posibil sd se estimeze cu o
eroare mica valorile pragului testului. In locul unei singure valori a pragului
testului, se vor considera doua valori de comparatie, A si B, A<B. Daca
raportul de plauzibilitate este mai mare decat B se considera adevarata
ipoteza H;. Daca raportul de plauzibilitate este mai mic decat pragul A, se
considera adevarata ipoteza Hy, asa cum se prezinta in fig.13.

hg
|
|
¥
.S"ﬂ S
Y
| |
| |
_— 4 g — =
S’G S

Fig. 13: Transformarea unui prag in doua praguri, pentru detectie secventiald

Initial, in primii pasi ai detectiei, pragurile A si B sunt la diferente
mari una de cealalta, In functie de probabilitatile impuse ale detectiei (sau a
probabilitdtii de pierdere) si a alarmei false. Pragurile se apropie unul de
celalalt, pe masura ce creste numarul de observatii.

Consideram numarul de observatii variabil, fie acesta m.
Esantioanele observate sunt Y1, Yo, ..., ym. Raportul de plauzibilitate este in
functie de numarul de esantioane:
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f(ylH1)

384
f(YlHQ) (3849

L(y)=

Detectia secventiala se realizeaza prin parcurgerea urmatorilor pasi:

1. Se face prima observatie, m=1, y = [y1]. Se calculeaza raportul de
plauzibilitate A(y).
2. Se compara raportul de plauzibilitate cu doud praguri, B si A, B>A. Sunt
posibile urmatoarele cazuri:
2.1 daca L(y) > B se considera adevarata ipoteza Hj si testul este
terminat;
2.2 daca L(y) < A se considera adevarata ipoteza Hp si testul este
terminat;
2.3 daca A < L(y) < B nu se ia o decizie si se face o noud observatie,
crescand numarul de esantioane la m=m+1.

3. Numarul de esantioane este crescut pana cand este indeplinitd una din
conditiile de terminare a testului. Evident, numarul de observatii m
necesar luarii unei decizii este o variabild aleatorie. Daca m>n, unde n
este numarul maxim de observatii ce se pot efectua, se decide ca nu este
posibild detectia.

Perioada de esantionare se alege astfel incat sa fie asigurata conditia de
independenta statistica a esantioanelor.

Calculul pragurilor A si B se poate face usor. in cazul ipotezei H; raportul
de plauzibilitate este:

f(ymlH1)
Ly, ,)=—————>8B (385)
m f(ymlIHo)
sau, echivalent,
f(ymlHl)ZB'f(ymlHO) (386)

Ultima relatie se integreaza pe spatiul S;, ce contine toate punctele de
coordonate yn, pentru care se considera ipoteza Hj:

[f(ymIHDdy 2B [f(yy,IHo)dy (387)
S1 S1
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Se cunosc urmatoarele marimi, definite anterior: probabilitatea de detectie

Pq:

Pd= | f(ymIHDdy =1- [f(yyIH1)dy =1-P,

S1 SO

si probabilitatea alarmei false Py

Pf=[f(ymlHo)y
S1

de unde rezulta

In cazul ipotezei Hp avem relatia:

Ly (OmlHD)

f(ymlHO)

Sau
f(ymlH1) <A-f(ynlHQ)

Se integreaza ultima relatie pe intreg spatiul So:

[ f(ymIHDdy <A- [f(ypyIHo)dy
So SO

(388)

(389)

(390)

(391)

(392)

(393)

Integrala din stanga este probabilitatea unei decizii eronate, in sensul cd se
considera adevarata ipoteza Ho, cand s-a emis simbolul a;. Se numeste
probabilitate de pierdere, Pn. Integrala din membrul drept se poate scrie sub

forma:

[ f(ymIHo)My =1~ [ f(ypIHo)ly =1-Pf

SO S1

Rezulta din ultimele doua relatii valoarea pentru pragul inferior:
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Azlpm (395)

Pentru inceperea detectiei, respectiv calculul pragurilor A si B, se impun
valorile dorite ale probabilitatilor specifice detectiei %: Ps si Py (Sau Pg).

4.11.2. Detectia secventiala prin observare discreta si zgomot alb
gaussian

Fie o sursa discretd de informatie. La furnizarea simbolului aj,
emitatorul furnizeazas(t)=a, un impuls de amplitudine cunoscuta. La
furnizarea simbolul a, se emite un impuls rectangular de amplitudine
Sp(t) =0. Zgomotul de pe canal se considerda alb, repartizat normal, cu

medie nula si dispersie o2, cu expresia:
1 n.2
f(n,)= expl ——— (396)
no? 202

Ne propunem sa stabilim regulile de decizie si expresiile de calcul pentru
probabilititile de alarma falsa si de pierdere.
Un esantion oarecare Y, va fi de forma:
Yi=n; (397)
in ipoteza Ho s1
y, =a+n, (398)

in ipoteza Hj. Densitatile de probabilitate in cazul celor doua ipoteze devin:

In ipoteza Ho:
2
1 y? &
exp — (399)

1
f(y,/a,)=—=—=exp - =
( yl 0 ) '27[0'2 262 j ’27[0-2 262

in ipoteza Hj :

_ 1 _(yi—a)z _ 1 __(ni—a)z
f(yi/al)_mexp[ 202 J_Wexp{ 2f‘2](400)

%2 Aceste probabilitati sunt calculate a priori, si sunt valori maxime. Valorile finale sunt mai
mici, in majoritatea cazurilor.
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Dupa m esantioane 1n care se poate lua decizia, raportul de plauzibilitate
este:

[1f(yj/aq) exp ) 2 (yi—a) )
flym/ay) j=1 206%i=1
flym/ag) M 1 m o,
[T1f(yj/ag) exp — 5 LY
i=1 20701 =1
1 m
:exp[——z > (yi2—2yia+a2_yi2j]: (401)
2071 =1
m m
ol [ 8 Loy 822
20°\i=1 i=1
Decizia D; se ia dacd A(Yy, ) = B sau, echivalent,:
1 m 1 m
INA(Y ) =-—— % [-2y;a)-— Ta’-
20¢i=1 20j=1 (402)
m 2
sau
m
=l vy sp2nB 2 (403)
mij_q"! ma 2
Decizia Dy se ia dacd A(ym) < A, sau, echivalent,
m 2
Ay )= 5 y. - jha (404)
m 02i:1| 262
sau
m
=1y <p2inA 2 (405)
m;_q"! ma 2
Cu notatia:
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m
1=(zla)=(2/a)=> 3 v. (406)
mj_q"!
se ia decizia D, pentru
2
(z/13,)>7_InB+2 =B (407)
ma 2
si se ia decizia Dg daca:
2
(z/1a,)<Z InA+2=n (408)
ma 2

Pentru calculul probabilitatilor, trebuie deduse densitdtile de probabilitate
ale variabilei de decizie, in cele doua ipoteze. In cazul ipotezei H; variabila
(z/a;) este cu repartitie normala, cu urmatorii parametri:

- media:
m m
E{(z/al)}:E{%_Z yi}=%E+Z (ni+a)}=
|:1 |:1 (409)
m
_1 > (E{ni}+a):—ma—a—,uzl
Mj=1

- dispersia:

2 2
1 M 1 M
var{(z/a))}=02 =E {— Zyi—a} -E {— Zyi} —a’=
m; m;

2
:izg
m* |

™3

U > 1 m, &M 2
Vid Vjr-a‘=—5Ey Ty +) T yiyj-a‘=
1 j=1 m i=1 i
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1 m m m

Y _ZE{yi2}+Z .ZE{yiyj} —a? =
=1 '*1J:1
i | ]
1 0 Te o
:F_Z[O-r%+ﬂ5]+FZ_ZRW(I,j)—azz (410)
i=1 =L j =1,
I # ]

1 1
—Fm(of +,U§)+F'm-(m—l)-,u§—a2 -
1 m-1 2 2 2 5
_(a,f +,u§)+—.ﬂ§ _a? :ﬂ+ﬁ+ﬂ§ By 2 %
m m m m m m

Rezulta

f(z/a)=1(z)=

1 (2-u, )2]
exp ———=— 411
et p( 20t (412)

Pentru cazul ipotezei Ho, variabila z este tot cu distributic normala cu

parametrii:
1 m 1 m
o =E{(z/8,)}=Ei= X yi}=—E{ > ni}=
Mij=1 m li=1
(412)

si dispersia

2 1 m 2 1 m 2
var{(z/a,)}=02 =E {E zlyi} -—E [iglni} -

1 m m m 1 m
=—E{ ¥ n+ X dnn=—E ¥n?i+ (413)
m2 ; 1 } - 1] m2 ) 1
=1 |:1i1;jl =1
m m 2
+i2E ¥ Do, :izman2+i2m(m—1)-0:ﬁ
m =193 m m m
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Rezulta
1 (Z—py0 )
f(zla,)=f(z2)=——exp ———— (414)
° \27o?, 203,

Rezultatele de pand acum permit trasarea graficd a densitdtilor de
probabilitate si a reprezentarii geometrice a probabilitatilor de alarma falsa
si de pierdere, ca in fig.14.

P(Dy /@)= By

W

H B Kz
[ oo/ ag) @ Pt /e = Es
P(Dy/ay)=F, Fed P(ny/ap)= Py

Fig. 14 : Reprezentarea geometrica a probabilitatiilor deciziilor corecte si incorecte, in
cazul detectiei secventiale a unui semnal cunoscut

Punctul de intersectie u al densitdtilor de probabilitate se poate afla din
conditia

f(zla,)="f(z/4a)) (415)
de unde rezulta

(2= 00 Y =(2= 1y Y = =22p1,0 + p2, = =221, + 122,
’uzzl _’Uzzo _ :uzl+:uzo _&_ a?_ (416)

—7=
2ty —t) 2 2 207

Apoi, diferenta dintre pragurile 4’ si B’ este

2 2 2
B-A=Z nB+2-jha-2_2 B (417)
ma 2 ma 2 ma A
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de unde rezulta ca, odata cu cresterea numarului de esantioane, intervalul de
incertitudine scade.

In fig.14 s-au hasurat, in diverse moduri, suprafetele proportionale cu
probabilitatile de interes >, adica:

- Probabilitatea deciziei corecte:

A

P(D,/a,)= [ f(2/a,)dz (418)
- Probabilitatea detectiei: h
Pd=P(D1/a1):Tf(z/al)dz (419)
- Probabilitatea de pierdere ’
pm:P(DO/a1)=Tf(z/al)dz (420)
- Probabilitatea alarmei false h
Pf:P(Dl/aO)sz(z/ao)dz (421)
Se poate observa grafic ca ’
P(D,/a,)+P(D,/a,)<1 (422)

Daca se noteazd cu P(D/ag) , probabilitatea de a nu se putea lua o decizie

la furnizarea mesajului ag, se poate scrie relatia:

P(D,/a,)+P(D,/a,)+P(D/a,)=1 (423)

unde
P(D/ao):jf(z/ao)dz (424)

5
In mod similar se poate scrie relatia

P(D,/a )+P(D,/a )+P(D/a)=1 (425)
unde

%3 Aceste valori se modifica in cursul deciziei, intrucét se modifica pragul deciziei.
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P(D/al):Tf(z/al)dz (426)

A

este probabilitatea de a nu lua o decizie in situatia emiterii simbolului aj,
probabilitate care scade odatd cu scaderea intervalului de incertitudine
(4°.B).

Probabilitatea medie de incertitudine (de a nu lua o decizie) este

P.=P(D/a,)-P(a,)+P(D/a, ) -P(a,) (427)

in fig.15 se prezinti organigrama algoritmului de detectic secventiala,
valabil pentru intervalul de timp T in care are loc emiterea unui simbol.

Observatii: 1). In cadrul metodei detectiei secventiale, criteriul de decizie nu
foloseste probabilitatile de furnizare a simbolurilor la sursd, P(ag) si P(a1)

2). Odata cu cresterea numarului de esantioane, pragurile intermediare
(variabile) A’ si B’ se apropie unul de altul. Din acest punct de vedere, se
poate considera ca detectia secventiald este o metodda adaptivd cu prag
variabil.
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START

Date Irutiale A ;i‘f. , %
)

| Calculeaza pragurile 4, B |

Criteste Voo

o
Calculeaza A'fm), B}, Aly,,)

m=m+1

wo

Fig. 15: Organigrama detectiei secventiale pe durata emiterii unui simbol
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Exemplu: Fie un sistem de transmisiune cu detectie secventiald, cu
parametrii: S1(t) = 2, perioada de esantionare este Ts = 0.1 ms, perioada de
observatie este T =0.7ms. Se impun probabilitatile Ps = 0.1; Py = 0.05.

Dispersia zgomotului este 0,% =0.25. Se considera vectorul observatiilor

y=[1.00, 105 135 155 185 195 2.00].

Se cere:

1). Sa se considere decizia corecta intr-un timp minim posibil.

2). Sa se calculeze probabilititile de pierdere, Py, probabilitatea alarmei
false, Px.

Solutie:

Pas 1: Se calculeaza pragurile A si B:

a> Pm _ 005 005 ,4p G g Pd_09 g4
1-pf 1-01 09 P 0.1
Pas2:
1: Citeste primul esantion: m=1, y =[1];
m
2: Calculeaza variabila de decizie: z = 1 >y =10
m -
i=1
3: Calculeaza pragurile:
2
A= inar2 29250055+ 2 = 0125 2.90 +1=0.63
m-a 2 1.2 2
2
8= 1nB+2-9%18,2 _0125%22541-1.28
ma 2 1.2 2
Test:
z=1e(A',B')=(0.63,1.25) ? - NU se poate lua o decizie > m=m-+1.
Pas 3:

1: Citeste esantion: m=m+1 =2, y, = [1.00, 1.05];

2: Calculeaza variabila de decizie:

m
Z= 1 >V = l(1+1.05) :& =1.025
m; 2 2

=1
3: Calculeaza pragurile:

197




Prelucrarea statistica si informationald a semnalelor

2
A= ina+2 2925000554 2 2 0.0625% (~2.90)+1=0.81
ma 2 22 2

2
B':G—InB+E:%In8+g:0.0625*2.25+1:1.14
ma 2 2.2 2
4: Test:
7=1.025¢(A ,B')=(0.8%; 1.12) ? - NU se poate lua o decizie >

m=m+1.

Pas 4:

3). m=m+1 =3, y3 =[1.00, 1.05, 1.35]
1

Z=—

mi

M3

Vi =%(1+1.05+1.35) =1.13
1

Calculeaza pragurile:
2

A= ina+d 29251000554 2 2 0.0416%(—2.9) +1=0.87
ma 2 3-2 2
o2 a 025 _ 2
B=2 InB+2=222Ing+ £ -0.0416*2.07+1=1.09
ma 2 3-2 2

Test:
z=1.13¢(A,B)=(0.87; 1.09) ,z>B’ > H; adevarat-> a;

2). Pentru calculul probabilitatilor trebuie determinate densitatile de
probabilitate. Se cunosc parametrii

2
Ho: 10 =0] si |02 =20 2025 _(083_ 2882
m 3
Hy: —2|si |62 =0.083=0.2882
1- Hz1 = £81 |07 =VU. =V.

Densitatile de probabilitate sunt:

(z— 470 )2 1 22
f(Z/aO)= exp — = expl —
2ro? 202 J27-.0.083 2.0.083
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1 (2-p51)° 1 (z-2)?2
f(zlag)= expl — - expl —
' 2752 p( 202 V27-0.083 2-0.083

Probabilitatile sunt:

2.1). Probabilitatea alarmei false

+ o0

1 + o0 (2)2
P: =P(Dy/ag)= | f(z/ay)dz=———n— exp — dz
t =P(Dy/ag) I (z/ap) 50083 f 2-0.083}
B 1.09
Cu schimbarea de variabila:
Z 1.09
—t>dz=+2-0-dt;t; =———" = 267.Rezult
N 1= 2.0288
P, :;Texp(—t2 2-o-dt=iTexp(—t2)dt:
\V 272- * 0083 2.67 '\/; 2.67

= %erfc( 2.67)=7.97-10"

2.2). Probabilitatea de pierdere:

A . 0.87 (z-2)?
Phn=P(Dg/ay)= | f(z/a)dz=——r— exp — dz
m 074 _joo L 2x-0083 _IOO 2.0.083
Cu schimbarea de variabila:
7-2 0.87-2
—t—>dz=+2 0-dt;ty =—— % —_957. Rezultd
N 1= /20083

-9.57 —9.57

1 1
P-—— =  [exp(-t2W2 -o-dt=—— [exp(-t2)dt=
" /270083 _ijp( ¢ Jr j ol-t?)

—00

= %erfc( 9.57) =4.92.10%

2.3). Probabilitatea de detectie:
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2 1 < (2-2)2
Py =P(Di/a)=| f(z/a)dz=———— expl =27 |dz
4y =P(Dy/ag) Li (z/ag) *27[.0.0831{)9 ID[ 2-0.083]

Schimbarea de variabila:

z2-2 1.09-2

—todz=v2-0-dtity =% —_78. Rezulti
2o 1= /2.0.083
1 7 1 %
P =———— |expl-t?N2-0-dt=—=|expl—t?)dt=
‘ «/272-0.0831 ( JEI -t')

-7.8 -7.8
= %[0.5+erf(7.8)]:1

Aceasta valoare era de asteptat, intrucat P, =1-P, =1-0=1

Exercitiu propus: Un sistem de comunicatie binar foloseste semnalele
So(t) =0V, s,(t) =5V pentru transmiterea simbolurilor a, si a,. Zgomotul
de pe canal este gaussian cu medie zero si varianta o? =1/5. Numarul
maxim de esantioane din fereastra de observatie este N = 5. Se impun
probabilitatile P, =0.1 si P, =0.2.

a). Sa se scrie regula de decizie dupa plauzibilitate maxima si timp minim
de decizie.

b). Sd se decidd simbolul transmis dacd vectorul receptionat este:
y= [+ 0.15+1.25+2.13,+0.51,-0.83,+4.15,4+4.75,+4.95,+5.12 + 5.00].

¢). Sa se calculeze probabilitatile de eroare P(D,/a,), P(D,/a,).

4.12. Detectia cu receptor filtru adaptat la semnalul emis

4.12.1. Filtru adaptat la forma semnalului. Descrierea in
domeniul timp

In structura receptorului dintr-un sistem cu detectia semnalelor este
necesar sa se calculeze o integrald de forma:
T

j r(t)-s(t)dt (428)
0
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unde r(t) este semnalul receptionat si S(t) este semnalul emis. Varianta
folosita 1n evaluarea integralei utilizeazd un multiplicator urmat de un
integrator. Se pune problema daca aceeasi operatie (calculul integralei) nu s-
ar putea realiza cu un filtru liniar la intrarea caruia sa se aplice semnalul
receptionat r(t), iar la iesire sa rezulte un semnal proportional cu semnalul
transmis.

Fie h(t) functia pondere a unui astfel de filtru. Raspunsul filtrului la
semnalul r(t), presupus nul pentru t<0, este dat de integrala de convolutie:

y(t)=h(t)*r(t)= [h(t-z)-r(z)-dz (429)
0

Daca timpul de observare este T atunci:

T
y(T)=[h(T -7)-r(z)-dz (430)
0

Pentru ca raspunsul filtrului, dat de relatia (411), sa fie proportional cu
valoarea integralei (409), se impune conditia:

T T
y(T)=J.h(T—r)-r(f)~dr=C-jr(r)-s(r)-dr (431)
0 0

unde C este o constanta de proportionalitate. Rezulta conditia:
hT-7)=C-s(7) (432)

la care se adauga conditia de realizabilitate fizica:

h(t) =0, t<0 (433)

Facand schimbarea de variabila T-t=t, rezulta t=T-t si relatiile:
h(t)=C-s(T —t) (434)
h(t)=0, t<o0 (435)

Ultimele doud ecuatii aratd ca functia pondere a filtrului cdutat este
proportionala cu semnalul determinist s(t), motiv pentru care filtrul se
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numeste filtru adaptat la semnalul s(t). In fig.16.a este reprezentat un
semnal oarecare s(t) de durata T. In fig.16.b s-a reprezentat semnalul s(-t);
in fig.16.c s-a reprezentat semnalul s(T-t), T<D; in fig.16.d s-a reprezentat
semnalul s(T-t)=s(T-t).

(0 stH
o M — N 5
o’ T : T 0 t

siT-t) s(T1 -t)

Fig. 16: Semnalele de intrare/iesire ale filtrului adaptat (FA)

Pentru ca filtrul adaptat sa fie realizabil trebuie ca h(t)=Cs(T-t)=0
pentru t<0, deci trebuie ca T>D, unde D este durata semnalului si T este
timpul de integrare. Raspunsul filtrului la un semnal oarecare X(t) este:

y(t)= jh(t—r)x(r)dr =C js(T —t+7)X(7)d7r =CRyg(t—T )(436)

— 00 — 00

deci este functia de intercorelatie intre semnalul aplicat la intrare si
semnalul la care filtrul este adaptat.

4.12.2. Filtru adaptat la forma semnalului. Descrierea in
domeniul frecventa

Functia de transfer H(f) a filtrului adaptat se determind din
transformata Fourier a functiei pondere h(t):
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H(f)= jh(t).e—JZHft-dt=c. _[S(T—t)-e—127lft~dt (437)

— 0 — 0

Cu schimbarea de variabila:

T-t=u (438)
obtinem:
© .
H(f)=C- [s(u)-e12A(T-U).qu=
— 00
o0
—C.g— 124T. js(u).ejZﬂfu.duz (439)
— Q0

=C.e~ 12AT .g(—f)=C.e= 24T .g* (1)

unde S*(f) este conjugata transformatei Fourier a semnalului s(t). Relatia
finala este:

H(f)=C-e 12T .g*(¥) (440)
Pentru C=1 se obtine functia de transfer:
H(f)=e 12T .g*(f)=¢= 24T .5(t) (441)
iar modulul acesteia:

[HCE)YHS(=f)HS(T)I (442)

Modulul functiei de transfer este egal cu modulul densitdfii spectrale de
amplitudine a semnalului la care filtrul este adaptat. Considerand, de
exemplu, un semnal dreptunghiular pentru s(t) si reprezentind densitatea
spectrala de amplitudine a semnalului s(t), |S(f)|, densitatea spectrala de
putere a zgomotului Spy(f) si modulul functiei de transfer a filtrului adaptat,
se obtine reprezentare grafica fig.17.
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s(t) . nit)

1 |50 =] HB |

05t
F S @

Figura 17: Interpretarea filtrului adaptat la un semnal in domeniul frecventa

Se observa ca acolo unde raportul semnal-zgomot este mic si amplificarea
filtrului este mica, iar in zonele In care raportul semnal-zgomot este mare si
amplificarea este mare. La un filtru adaptat caracteristica amplitudine-
frecventa se “adapteaza” la forma spectrului semnalului la care filtrul este
adaptat, pentru ca sia reducd zgomotul la iesirea filtrului, acolo unde
semnalul util este mic.

4.12.3 - Detectia unui semnal cunoscut cu filtru adaptat
Fie problema detectiei unui semnal cunoscut, S(t). Receptorul trebuie

sd detecteze prezenta semnalului util in semnalul receptionat. Raspunsul
filtrului adaptat, y(t), la semnalul s(t) este

y(t) =3 (f)}=

= [Y(f)-eleAtdf = [H(T)-s(f)-el2tdf =

= T(C-e—J'MT~s*(f))-S(f).ej27rftdf _ (443)

=C- “S( f )|2-e_ j2Af (T —t)gs

Valoarea maxima a raspunsului filtrului adaptat la semnalul util s(t)
se obtine la momentul t=T:
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maxy(t)=y(t), _t =C- [|s(f)*-df =C-E (444)

— 0

unde E este energia semnalului. Ca urmare, in cazul folosirii unui filtru
adaptat la detectia prezentei semnalului, este necesar un comutator K, care
sa se inchida la momentul t=T, moment in care se obtine valoarea maxima a
raspunsului filtrului adaptat la semnalul util s(t).

Schema structurald a unui receptor cu filtru adaptat pentru detectia
prezentei semnalului este prezentatd in fig.18. Receptorul contine un filtru
adaptat la semnalul ce trebuie detectat, un intrerupator K si un comparator.
Comutatorul K se inchide in momentele in care raspunsul filtrului adaptat
poate sa fie maxim, deci la fiecare T secunde.

T

Er2

Fig. 18: Receptor cu filtru adaptat
4.12.4 - Raportul semnal-zgomot la iesirea filtrului adaptat

In problemele de detectie, un filtru adaptat are doud avantaje in
comparatie cu alte receptoare:
e raspunsul filtrului adaptat la un semnal aplicat la intrare este

proportional cu semnalul la care filtrul este adaptat;

e asigurd un raspuns semnal/zgomot maxim la iesirea sa.

Sa calculam raportul semnal/zgomot la iesirea filtrului adaptat. Fie
y(t) semnalul de la iesirea filtrului, n(t) zgomotul de pe canal si z(t)
zgomotul de la iesirea filtrului cand la intrare se aplicd numai zgomotul de
pe canal. Raportul semnal zgomot la iesirea filtrului adaptat este

_,-"y_E “(t) 445
Rszpng%; (445)

Raspunsul filtrului z(t) la zgomotul de pe canal n(t) este:
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2(t)= [T -7)-n(z)-dr= [[C-s(T—t+z)]-n(z)-dr (446),

— 0 — 0

lar puterea zgomotului z(t) este:
P2 =ER2(1)}=Efz(t)-2(t)}=
=c2. E{ Ojos(T —t+u)-n(u )-du]-{ ojos(T —t+v)-n(v)-dv}}(447)

— 0 — 00

=c2. Ojo ojos(T—t+u)s(T—t+v)-E{n(u)n(u)}dudv

— 00— 00

Considerand zgomotul de pe canal alb cu densitate spectralda de
putere constantd Spn(f)=Ng/2, in reprezentare bilaterala, ultima relatie
devine:

pZZCZ-Of OFS(T—t+u)s(T—t+v)E{n(u)n(v)}dudv:
—0=0 (448)
=C2- [ [s(T—t+u)s(T~t+Vv).Rpn(u—v) -dudv=

—00—00

=c2- | [s(T-t+u)s(T —t+v)~5(u—v)-7.dudv=

— 00— 0

o0
2-%- [s(T —t+v)2dv:c2-%-

— 00

=C E

Puterea maxima a semnalului de la iesirea filtrului este:
py=Ely2(1)j=(C E)? (449)

Rezulta raportul semnal-zgomot maxim:
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Py (CEP} 2

(450)
Pz (C)-(Ng/2)E No

P

Ca observatie, de retinut ca se poate demonstra ca niciun alt filtru liniar nu
determind un raport semnal/zgomot mai mare fata de filtrul adaptat.

Concluzii

In acest capitol, s-au abordat cateva probleme specifice sistemelor de
transmisiune cu detectia semnalelor.

Dupa numarul de observatii care se efectueazd asupra semnalului
receptionat, exista doua tipuri de sisteme de detectie: cu observare continua
si cu observare discretad.

Sistemele de transmisiune folosesc la receptie doud functii: detectia
semnalului receptionat si — apoi — decizia simbolului transmis, pe baza
prelucrarii semnalului receptionat.

S-a definit problema detectiei: receptorul nu stie ce simbol a fost emis; stie
insd semnalul emis, semnalul receptionat si o parte din informatiile folosite
la emisie.

IR

detectiei: (1) probabilitatea de detectie; (2) probabilitatea unei pierderi; (3)
probabilitatea alarmei false; (4) probabilitatea medie de eroare.

S-au prezentat criteriile (reguli) de decizie:
1. regula riscului mimin (Bayes) permite obtinerea celui mai mic cost
mediu;
2. regula probabilitatii maxime a posteriori (MAP);
3. regula plauzibilitatii maxime a posteriori, ce permite minimizarea
erorii medii de eroare.

In cazul observarii discrete, perioada de esantionare trebuie sa fie un

multiplu al perioadei de anulare a autocorelatiei zgomotului, astfel incat
esantioanele semnalului receptionat sd poatd fi considerate independente.
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Pentru calcularea probabilitatilor specifice detectiei, trebuie calculati
parametrii distributiilor de probabilitate ai variabilei de decizie, in toate
ipotezele de lucru.

Detectia secventiala este o metoda adaptiva, bazata pe prelucrarea unui
numadr variabil (cat mai mic) de esantioane 1n vederea luarii unei decizii.
Detectia secventiald este utild in aplicatiile n care timpul ludrii deciziei este
un parametru foarte important.
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Cuprins
Cadrul general al problemei estimarii
maxime
Estimarea unui parametru aleatoriu prin metoda minimizarii
functiei de cost
Estimatul unui parametru aleatoriu cu functie de cost patratica
Estimatul unui parametru aleatoriu cu functie de cost uniforma
Estimatul unui parametru aleatoriu cu functie de cost valoare
absoluta
Criterii de evaluare a calitatii estimatului
Calculul estimatului unui parametru aleatoriu invariant in timp
Estimarea parametrilor prin relatii recursive
Estimarea mediei si dispersiei seriilor de timp
Estimarea dispersiei unui semnal prin masuratori la surse diferite
Concluzii

5.1. Cadrul general al problemei estimarii

In sistemele de comunicatii apare des problema evaluarii
parametrilor semnalului receptionat. Parametrii pot fi amplitudinea,
frecventa sau faza unui semnal. Estimarea parametrilor poate fi consideratd
ca o generalizare a problemei detectiei pentru o infinitate de ipoteze,
corespunzatoare valorilor pe care le poate lua un parametru.

Se presupune ca receptorul a luat o decizie, dar anumiti parametri ai
semnalului receptionat (de exemplu, amplitudinea) nu sunt cunoscuti.
Estimarea parametrilor necunoscuti se face pe baza observatiilor asupra
semnalului receptionat.

Parametrii pot fi aleatorii sau deterministi.

Estimarea parametrilor aleatorii este cunoscuta ca estimare Bayes si
are la bazd minimizarea unor functii de cost.

Estimarea parametrilor deterministi este cunoscutd sub numele de
estimare de plauzibilitate maxima (MLE)".

Schema bloc a unui sistem de transmisiune cu estimarea unui parametru
este prezentata in fig. 1. Sursa de informatie este caracterizatd fie printr-0
variabila aleatorie @, fie printr-un parametru determinist a, necunoscute

“ MLE = Maximum Likelihood Estimation.
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receptorului. Variabila aleatorie continua ¢ sau parametrul determinist a
moduleazd un semnal purtator, sub forma unui parametru al acestuia
(amplitudine, frecventa sau fazd) astfel incét, la iesirea emitdtorului E, se
genereaza semnalul S(t,#) sau s(t,a).

Pe canalul de transmisiune apar perturbatiile P, modelate printr-un
zgomot aditiv, care degradeaza informatia transmisa de sursa S. Semnalul
receptionat, de forma

y(t)=s(t,0)+n(t) (451)
sau
y(t)=s(t,a)+n(t) (452)

este observat in intervalul [0,T], in mod discret sau continuu. Pe baza
acestor observatii, receptorul trebuie astfel proiectat, incat sa furnizeze la

iesire estimatul & sau a.

yig. &) =
g
O,&] 52, ) s(E, &+ n(E) - ’é\
= E CATTAT, D
o .S'I:.f, aj .}’(f,ﬂ:' — 'Ei\ Q
=0, a)+ xl)

H(E)

Fig. 1 : Schema bloc a unui sistem de transmisiune pentru estimarea unui parametru

Se defineste eroarea de estimare cu relatia

-0 (453)

&y
sau

o
Il

Qs
|

QD

(454)

Pentru a tine seama de importanta pe care o are aceastd eroare pentru

destinatar, se definesc functii de cost, care sunt functii de eroarea de

estimare, asa cum se prezinta in fig. 2. Cele mai folosite functii de cost sunt:
- functia de cost patratul erorii
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Ce)=e? =(6-0f (455)

- functia de cost uniforma

0, daca|g|sE
C(e)= é (456)
1, daca |g|>5

- functia de cost valoare absoluta:

C(e)=|¢l (457)

C(E) Cle C(e)

Fig. 2 : Reprezentarea grafica a functiilor de cost:
patratul erorii, uniforma si liniara (valoare absoluta)

In cazul functiei de cost uniforme, erorile mai mici decat E/2 nu au
importanta, in timp ce erorile mai mari decat E/2 au aceeasi importanta,
indiferent de marimea lor. Pragul E este impus de aplicatie si are — in
general — valori mici. Daca y  este semnalul  receptionat  si

f(y,@)=f(yn@) este densitatea de probabilitate a lui y si €, atunci

produsul f(y,0)dydd reprezinti o probabilitate iar costul mediu al
deciziilor este o integrala dubla (mediere in raport cu y si 8).

EZTJC(g)- f(y,0)dydo (458)

Alegerea functiei de cost depinde de aplicatie si este, de obicei, impusa.

211



Prelucrarea statistica si informationald a semnalelor

5.2. Estimarea unui parametru determinist prin metoda
plauzibilitatii maxime

Procedura clasica pentru estimarea parametrilor deterministi este
estimarea dupa plauzibilitatea maxima.

Fie esantioanele { Y1, Y2,..., YN } ale variabilei aleatorii Y. Acestea se
considera variabile aleatorii independente si identic distribuite. Fie f(y/a)
functia densitate de probabilitate conditionatd a variabilei aleatorii Y. Daca
valorile vectorului y se considera fixate atunci f(y/a) depinde numai de

parametrul a care trebuie estimat.
Functia densitate de probabilitate denumita si functie de plauzibilitate este:

f(y/a)=L(a)=] ] (v, /a) (459)

Valoarea @ care maximizeaza functia de plauzibilitate se numeste estimatul
de plauzibilitate maxima a lui a:

L(a)=f(y.a)=f(y.a)=L(a) (460)

Un astfel de estimat este justificat pe baza faptului ca 4 este valoarea care
maximizeaza densitatea de probabilitate compusa (y st a), dandu-se un set
de observatii (masuratori).

Conditia necesara pentru obtinerea estimatului de plauzibilitate maxima a
este sa se rezolve ecuatia de plauzibilitate

9 tyra)=21(a)=0 (461)
ca oa

sau
ailnf(y/a):0—>a:éMp (462)
a

Exemplul 1: Un semnal aleatoriu Y(t) are o distributie exponentiald, de

forma: f(y,a)= ie a y>0,a>0. Se cunosc 5 valori identic
0, y<O0

distribuite si independente: y =[10;11;8;12;9]. Si se calculeze: 1) functia
de plauzibilitate a lui a; 2). estimatul de plauzibilitate maxima a lui a.
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Solutie: 1). Functia de plauzibilitate este

5 1 _Ye
L(a)=f(y.a)= H fy,.a)=11 —-e &=
k=1 k=19
5
Y« 50
1 X 1
=—.e k1% =—.e @ a>0
as as

2). Derivata de ordinul Intai a functiei de plauzibilitate este:

_50 _50 _50
di@)_d| 1 "L |_ g1 ~a, 1[50
da da a5 a6 a5 a2

Impunand conditia de anulare a derivatei, se obtine estimatul de
plauzibilitate maxima a lui a:

au@) _ o, g=10]

da

Exemplul 2: (Estimarea mediei unui semnal aleatoriu, prin observare
discretd) Se considera un semnal zgomot alb gaussian cu medie zero si

dispersie o care afecteazd aditiv un parametru constant in timp, a, insi
necunoscut, dupa relatia

y(t)=a+n(t)

Densitatea de probabilitate a semnalului receptionat (afectat de zgomot) este
conditionata de parametrul determinist necunoscut
1

- 2
1 .e 20 n
27[0%

|| MZ

f(yla)=

Estimatul maxim plauzibil se poate calcula cu relatia

0
—I|Inf(y/a =0
I f(y 4é=amp
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Dar
N 2
Inf(y/a):—NIn(\/ﬂ'an)—i2 >(yvi-a) ,
ZGn i=1
de unde rezulta derivata
1Y 1|
[Inf(y/a)]———zz(y. a(1)=—2(vi-a)=— 2
O'n i=1 On i=1 Onli=1

Conditia de anulare a derivatei impune
amp = — Z Yi
=1

Din relatia finala rezultd ca estimatul maxim plauzibil este egal cu media
aritmetica a esantioanelor semnalului receptionat.

Exemplul 3: (Estimarea dispersiei unui semnal aleatoriu) Semnalul
receptionat Y(t) =a+n(t) este esantionat. Esantioanele sunt independente

si identic distribuite Yk =a+ng,k=12,..,N. Ne intereseaza dispersia

zgomotului gaussian, 2.

Solutie: Se estimeazd mai intdi media prin estimatul de plauzibilitate
maxima

i 1
HmL :ﬂzﬁzyk
k:

Functia de plauzibilitate a dispersiei este:

Yk—
L(o?)=f(ylo?)=]] (v /%)=
kHl ‘ H\/Zﬂ' F{ J

R N X
{\/MZJ r{ 2 o J

Aplicand logaritmul natural se obtine expresia
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InL(o? )———In(27r)—— o2)- Z (i - ”
k=1 20‘

Derivata in raport cu o este

2
aimL(a )= 0+—( Nino)- ZM.i(inz

o 2 oo
2
:_ﬂ_% Yk ~ ﬂ (—_J_ﬂ s W s (yk - ﬂ
S k=1 o o k=1
Anuland derivata se obtine
1 N
O'ML—_Z(yk #)
N k=1

5.3. Estimarea unui parametru aleatoriu prin
minimizarea functiei de cost

5.3.1. Estimarea unui parametru aleatoriu in cazul functiei de
cost patratice

Strategia in luarea deciziei privind cea mai buna estimare consta in
minimizarea valorii medii a costului. Tinand cont de relatia de legatura
dintre densitatile de probabilitate

f(y.0)=f(y)-f(01y) (463)

costul mediu devine

C= ”C(e)- f(y,0)dydo = ”C(g)- f(y)-f(6/y)dydd=
s s (464)

= Tf(y)ﬁC(g)- f(o/ y)de}dy= Tf(y)[l(é,y)]dy
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Intrucat functiile densitate de probabilitate sunt nenegative, costul minim se
obtine odatd cu minimumul integralei 1(8,y). Conditia necesara de extrem
impune”

0 ., A 0 T(ar .\
1(0,y)=— |6-06) f(8/y)do=
1.y a9_[0( ftory)
I w (465)
=20[1(0/y)do-2[ek(0/y)do=0
—00 - —o0
Intrucat
[f(ory)yo=1 (466)
ultima ecuatie devine -
Ouvs = [0-1(01y)do (467)

Densitatea de probabilitate f(0/Yy) se numeste densitate de probabilitate a

posteriori (se calculeaza dupa receptionarea lui y). Estimatul (462) se
numeste estimatul bazat pe eroare patraticdi medie minima (MMS =

Minimum Mean Square), éMMSs ca rezultat al folosirii functiei de cost
patratice in minimizarea costului mediu.

5.3.2. Estimarea unui parametru aleatoriu in cazul functiei de
cost uniforme

Pentru cazul functiei de cost uniforme, costul mediu devine

. O—-E/2 0
C-= jf(y) jf(e/y)de+ jf(ely)de dy (468)
- -0 O0+E/[2
sau
" O+E/?2
C=[f(y)1- [f(o/y)de dy (469)
- 0-El?2

d " D
d /._,; [z, y)dy =fJ af(.qc,g,f)gty

Yo o
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Costul minim se obtine odatd cu maximumul integralei

O+E /2

1(6,y)= [f(01y)de (470)

6-E/2

Maximumul integralei se obtine pentru maximumul densitatii de
probabilitate f(€#/y), numitd densitate de probabilitate a posteriori.
Valoarea lui @ care determind maximumul densitdtii de probabilitate
f(0/y)se noteazi cu Gyap i se numeste estimatul maximum a posteriori.
Conditia necesara de extrem este

8
P IR 0 (471)

0= éMAP B

Ultima ecuatie se mai numeste ecuatia estimatului maxim a posteriori.

5.3.3. Estimarea unui parametru aleatoriu in cazul functiei de cost
valoare absoluta

Expresia riscului (costului mediu) este

Cans =T+ﬂ9—é\- f(0,y)déady =

—00—00

) . (472)
= [t(y)-| [lo-6|- f(o1y)-do|-dy

Riscul poate fi minimizat prin minimizarea integralei dintre parantezele
drepte, care se scrie echivalent sub forma:

I=—J€(9—é)-f(9/y)d9++f(6?—é)-f(9/y)d6’ (473)

Conditia de anulare a integralei impune anularea derivatei de ordinul intai in
raportcu 6:

0 6 Jo0
1=|f(0/y)o-|f(O0/y)O=0 474
v L( y) !( y) (474)
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Rezulta
0 +oo
jf(@/y)d@: If(&/y)d0=0—>é=ém\, (475)
0

—0

Valoarea estimatului este chiar mediana functiei densitate de probabilitate
f(61y). Acest estimat mai este cunoscut si sub numele de estimatul erorii

medii absolute minime, éMAV , (MAV = Minimum Absolute Value). Daca

functiile densitate de probabilitate sunt simetrice, atunci estimatorii MMS,
MAP, MAV sunt identici, asa cum se prezinta in fig. 3, partea stanga.

F18iy) fiely)

|
|
| I
o
| C
I T
:
I||
||
| L
| !

- _ s - 0 - - u
Buzap ~ Onings = Brgar Gugap  Onav Gugs
Fig. 3: Estimatorii MMS, MAP si MAV

S5.4. Criterii de evaluare a calitatii estimatului

Fie @ (sau a) valoarea reala a parametrului cautat. Estimatul 0 (sau
4) este o variabila aleatorie, deci poate lua mai multe valori in functie de
numdrul de valori prelucrate. Se pune problema stabilirii unor marimi
statistice privind calitatea unui estimat. Cele mai folosite criterii de evaluare
a calitatii unui estimat sunt valoarea medie si dispersia erorii de estimare.

Pentru cazul 1n care parametrul este variabila aleatorie continua, &,
valoarea medie a estimatului se determina cu relatia

_ [ [é- f(y,0)dydo (476)
X

unde bara dubla reprezintd o mediere dubla, atat in raport cu observatia y
(variabila aleatorie), cat si in raport cu parametrul de estimat € (variabila
aleatorie). Se pot evidentia urmatoarele cazuri:
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(1) Daca @ =6 atunci media erorii de estimare este zero si estimatul se

numeste nedeplasat®*

£=0-0=0-0=0 (477)

(2) Daca @ =60+c, unde c este o constantd care nu depinde de parametrul
ce urmeaza a fi estimat, se spune ca estimatul este deplasat si estimatul are o

deplasare cunoscuta.

(3) Daca =0+ b(&) se spune ca estimatul este deplasat si are o deplasare
necunoscuta ce depinde de valoarea parametrului ce urmeaza a fi estimat.

Al doilea criteriu de apreciere a calitatii este dispersia erorii de estimare. Se
calculeaza cu relatiile cunoscute:

var(e)=o? = £2 - [E]Z (478)

egal cu diferenta dintre valoarea patratica medie si patratul valorii medii.

Pentru cazul in care parametrul de estimat este determinist, avem
relatiile:

e valoarea medie a estimatului:

E{é}zézTé-f(y/a)-dy (4794)

e media erorii de estimare:

¢, =—d—a=4a-a (480)

Pentru estimat nedeplasat avem relatia:

Q|

e, =d—a=0 (481)

Dacd d=a+c atunci estimatul este deplasat cu deplasare cunoscuti.

% Unbiased, i limba englezd.
219



Prelucrarea statistica si informationala a semnalelor

Daci 4 =a+b(a) atunci estimatul este deplasat cu deplasare necunoscuti.

Observatie. Faptul ca un estimator este nedeplasat (adica valoarea medie a
estimatului este egald cu valoarea reald), nu garanteazd in mod necesar ca
estimatul este bun. Acest lucru este prezentat in fig. 4 pentru o functie
densitate de probabilitate cu doua valori diferite ale dispersiei. Se observa ca
pot sd apard erori mari in cazul unui estimat cu dispersie mare, chiar daca
estimatul este nedeplasat. Rezultd ca, pe langd media zero a erorii de
estimare, trebuie sd avem si o dispersie cat mai micd pentru orice estimator
de calitate.

fix, o)

ot < ah

flx, o8

Fig. 4 : Functii densitate de probabilitate cu dispersii diferite

Cel mai bun estimat este cel care nu este deplasat si are dispersie
minima a erorii de estimare. Obtinerea unui astfel de estimat poate ridica
probleme de calcul sau timp de calcul si atunci se preferd un estimat cu
deplasare mica Insd cu dispersie a erorii foarte mici.

Observatie. Valoarea minima a dispersiei erorii de estimare este egald cu
valoarea minima a covariantei estimatului:

cov{é}: E{(é - 5)2} =E {(59 ) } (482)

In afard de medie si dispersie se mai folosesc si doua criterii
calitative numite consistenta si eficienta.

Un estimator € este un estimat consistent al parametrului €, bazat
pe N observatii, daca probabilitatea ca eroarea de estimare sa fie mai mare
decat o limita impusa, &, tinde la zero cand numarul N de valori considerate
tinde la infinit :
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lim P(]e—é\>g):o,v8 (483)

N—o0

Aplicarea definitiei pentru a verifica consistenta unui estimator nu este o
cale usoara, de obicei. Se foloseste teorema:

Definitie (estimator consistent): Fie & un estimator al lui 6 bazat pe N

esantioane. Daca lim E{é}z@ si lim Var(E{é})zo atunci @ este un
N —o0 N —>o0

estimator consistent al lui .

Pentru o estimare consistentd trebuie ca performantele estimarii sid se
imbunatateascd pe masura ce creste numarul de esantioane disponibile.
Pentru orice estimator exista o valoare minima a erorii de estimare. Un
estimator este eficient daca este nedeplasat si dispersia erorii de estimare
este egald cu valoarea minima posibila %

S S (484)
ainf(y,0)T {azm f(y,e)}
{ 00 } 06?

unde bara dubla insemna mediere dubla dupa ambele variabile aleatorii, y si

6.

N
Exercitiu: Sa se verifice daca estimatorul i =-— Zyk este un_estimat

N1
nedeplasat al lui z = E{y}.

Solutie: Un estimat este nedeplasat daca media lui este egala cu media
semnalului, deci daca E{,&} = . Intr-adevar:

k =1

% Cramér-Rao
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Exercitii___propuse: 1). Sa se demonstreze ca estimatorul

o1 N
UZZWZ(YK
k=1

estimata. Indicatie: se calculeaza media estimatului:

E? )=k { %yk Y)} o252

2 . . .
—Y) este deplasat. Nu se cunoaste media, deci trebuie

N _
3) Sa se demonstreze cd estimatorul 62 = ﬁ Z(yk —Y)2 este

nedeplasat. Nu se cunoaste media, deci trebuie estimata. Indicatie: se
calculeaza media estimatului:

El52)- E{ﬁk%(yk —V)Z}z =c?

5.5. Calculul estimatului unui parametru aleatoriu
invariant in timp prin observare discreta

Se doreste calculul estimatului pe baza erorii patratice medii minime
a unui parametru de tip variabila aleatorie continud, invarianta in timp, cu
distributie gaussiana.

Semnalul receptionat este la iesirea unui canal aditiv:

y(t)=6+n(t) (485)

unde n(t) este zgomot alb, gaussian cu medie nula si dispersie O'n Fie T
durata observatiei. Prin observare discreta rezulta esantioanele:

y(t,)=0+n(t.), k=LN (486)
Sau

y.=60+n, k=1, (487)

sau, in scriere vectoriala,
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y=6+n (488)

Datorita zgomotului alb, esantioanele sunt statistic independente, astfel incat
se poate scrie relatia

f(n)=1k1f(nk)=[\/zi7j .exp(—riz;ngj (489)

intrucat functia densitate de probabilitate a unui esantion de zgomot este

2

exp{— N j k=N (490)

20;

f(n)=

2ro?

Estimatul pe baza erorii medii patratice minime este

Ounis = Te-f(ely)dé? (491)
unde
f(o1y)= f(e)f'(f;;’/‘g) (492)

Functia densitate de probabilitate a parametrului € este

1 (0)°
f(0)= —exp[— —} (493)
\/27z0'§ 20'5
Pentru vectorul y avem
N
f(y/0)=Hf(yk/0) (494)

k=1

In continuare trebuie calculate media si dispersia variabilei (yk / 9) =Yk -
Media este

Hy o =Ely, | 0}=E{0+n,}=0+Ein =0 (495),
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iar dispersia
varty / 6}= {[yk—yk]} {0+nk—9]2}=E{[nk]2}=a§(496)

Rezulta ca functia densitate de probabilitate a esantionului Yy este:

2
f(y )= ! ex{—w} k=1,N (497)

N 2720,% 20 r%

si, In final, densitatea de probabilitate a vectorului y conditionatd de
parametrul &:

f(y/9):Hf(yk/9)=[\/271[7J 'exp(—zizz J(498)

In final, dupad o serie de calcule, rezulta estimatul

o2

Omms =—— 5 ZYK (499)
030t

N

Dacd numadrul de esantioane este suficient de mare, se realizeaza conditia:

O-n
W << 052 (500),
astfel Incat se obtine
" N
b=L3y, (501),
N =

adica estimatul se poate deduce din media aritmeticd a esantioanelor
observate din semnalul receptionat.

Exemplul 1: Fie semnalul receptionat cu  esantioanele:
Yk =0+n,, k=12..,N =10 unde & si ng sunt independente statistic,

cu distributie gaussiana cu medie zero si dispersie o =1. S4 se calculeze
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estimatorul de eroare medie patratici minimd Gys, pentru N=10 si

pentru N=15 esantioane. Care estimat este mai aproape de valoarea reald ?
Se cunoaste vectorul receptionat

y =[0.1633 1.0758 -0.2383 2.5332 0.2136 0.4639 1.4168
0.4093 0.2544
-0.4823 0.6444 -0.9862 1.0643 1.9736 -0.3418]

Solutie: Estimatul erorii medii patratice minime este

N
0 =%Zyi =0.5810(N =10),=0.5443 N =15)
i=1

< A . o .. 2 2
dacid N este mare, astfel incat si fie satisfacutd conditia o /N <<oj. A
doua valoare este mai aproape de valoarea reala.

5.6. Estimarea parametrilor prin relatii recursive
5.6.1. Estimarea mediei si dispersiei seriilor de timp

Sunt dese cazurile in care circuitul de calcul al diversilor parametri
(medie, dispersie, valoare medie patraticd etc.) nu are memorie suficientd
pentru a retine toate esantionale semnalului prelucrat. Se pune problema
folosirii unor relatii de calcul (de estimare) a marimilor medii statistice
folosind un numar miminm de locatii de memorie.

1. Estimarea mediei: Fie o serie de timp (valori) de forma Xq,X2,..., Xp.
Media statistica este

P— 3x, (502)
n "

Daca se considerd un punct nou din seria de timp in desfasurare, X,,1,

media se poate calcula pe baza celor (n+1) valori disponibile sau se poate
corecta valoarea veche a mediei pe baza relatiei
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i =inix.:L Zn:x.+x =
n+l i n+l — i n+l

n+1i:1

(503)
Zx += x S L 1y
n +1 BT G
Se poate scrie echivalent:
fo=N gy Ly nxlp (X —fly ) =
n+l n+1 n n+l n+l n+1 n n+1 n+l n (504)
= /[ln + K(Xn+1_/[ln)
unde K =1/(n+1), se poate numi factor de castig. Relatia finald este
/&m—l = /:ln + K(Xn+l_1[ln )’ Unde K = i (505)
n+1

Valorea noud a mediei /.1 este o suma ponderatd a vechii valori a
mediei si a noii valori masurate Xpn,1. Ponderile celor doi termeni sunt
diferite intrucit avem mai multd incredere in f, (calculatid pe baza a n

puncte (valori)) decat in valoarea X,,1. Ultima ecuatie poate fi interpretata

ca o corectie a vechii valori cu o diferentd, iar valorea corectiei este afectatd
de factorul K.

Exemplu: Fie un semnal receptionat de forma y(t)=a+n(t), unde a =1
V este o constantd necunoscutd si n(t) este zgomot gaussian alb cu medie

zero si dispersie 0% =0.25. Se cere sa se estimeze parametrul determinist,

a, prin doud metode (off-line) (prelucrare pe multime) si on-line (prelucrare
pe esantion).

Solutie: Problema are o solutie imediata prin folosirea relatiilor de estimare

N
.1 : .. )
a= W Z (pentru  cazul off-line) si a relatiei recursive

. . . 1 . .
fo = fy + K (X, —42,), unde K = —— (pentru cazul on-line). Solutiile
n+

sunt prezentate in figura de mai jos. In partea stingi este reprezentat
semnalul receptionat. In partea dreapta sunt reprezentate estimarile, in mod
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off-line cat si on-line (esantion dupa esantion). De retinut, valorile identice
ale celor doi estimatori.

3 . . . . 1.1.~
1 W'—
0.9 .
media
0.8 off-line | 7]
07 on-line | |
0 200 400 600  B0O0 1000 0 200 400 600 800 1000

2. Estimarea dispersiei. Se pot considera doua cazuri, dupd cum se
cunoaste sau nu media statisticd. Mai intai, se presupune cunoscutd media
statistica , . Dandu-se n valori din seria de timp, dispersia statistica este

67 =23 (x — uf (506)

Cu un punct (esantion) nou masurat, Xy .1, dispersia devine

n+l n

=y Sl = S |-

n+14 =
B+ Rl =6 R - o
- nil&ﬁ " n}rl(Xn+1 ~H) =61~ n&fl+ni+l(xn+1 K =
=62+ x - 62]= 62+ K[l - - 67]
Relatia finala este
62, =62+ K[(xn+l —u)f 62| unde K = nLJrl (508)

Pentru cazul in care media nu se cunoaste, ea trebuie estimata in
acelasi timp cu dispersia. Se folosesc relatiile
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A, 13 L \2
Oy :HZ(Xi _lun)
i=1

La aparitia unui punct nou avem

n+1 n+1

n+1 __Z :[ln+1 :_Z X _:un Xhi lun)) =

1

n+1|4

1 n+l i n+l B i n+l B
|:2(Xi — Hy )2 - ZKZ(Xl — Hy )(Xn+l — Hy )+ KZZ(Xm—l — Hy )2

n+1| 4z

=y =y

|:Z( /un _ZKZ X _/un)(xm-l /un +K Z n+l /un)
i i=1l

1

= = 2K = 1+ K2 = 1, ]

1| D0 2K iy Nk — )+

nKZ( n+1 lun) +(Xn+l_l[ln)2(1_K2)

Termenul doi este zero intrucat

ZX_;un ZX Zﬁn:n'[!n_n'/&nzo
i=1 i=1

Apol,
nK? +(1-K)? =nK? +1-2K +K? =
=(n+1)(nj1)2 - nil 1”:}:1 : =nk
Rezulta

cu expresia finala

228

|
|

(509)

+(510)

(511)

(512)

(513)



Capitolul 5 — Problematica estimarii parametrilor

. ) 1
62, =1 K62 +K(x,y — i1, ¥) unde K -— (514)

Se observa existenta a doi termeni de corectie: unul pentru dispersia de la
momentul n si unul pentru termenul doi, care contine masuratoarea de la
momentul (n+1).

In concluzie, dandu-se un nou punct de masurare X1 procedura de
calcul a dispersiei, pentru cazul (ii) este:

1). calculeaza castigul K =1/(n+1);
2). calculeaza media 41 = iy + K(Xp4q — )

3). calculeaza prima corectie: 6'5 1= 6'% + K(Xn 1~ An )2 ;

4). calculeaza a doua corectie: Gn 1= (1 K) o +1

Acest mod de calcul se foloseste in calculatoare
(microcontrolere/microprocesoare) pentru actualizarea mediei si dispersiei
dintr-o serie de numere introduse secvential, fara sa fie necesara memorarea
numerelor.

Exemplu: Fie un semnal receptionat de forma y(t)=a+n(t), unde a =

0,25 V este o constanta necunoscuta si n(t) este zgomot gaussian alb cu

. o : 2 9 . . .
medie zero si dispersie o =0.25. Se cere sd se estimeze dispersia

semnalului receptionat prin doud metode (off-line) (prelucrare pe multime)
si on-line (prelucrare pe esantion)). Se va considera cazul mediei u

cunoscute.

Solutie:  Solutiile constau in  folosirea relatiei de estimare
n = —Z Xj — (pentru cazul off-line) si a uneia din cele doua relatii
1terat1ve, dupa cum se cunoaste sau nu se cunoaste media statistica.

Rezultatele obtinute prin simulare numerica sunt prezentate in figura de mai
Jos.
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sigma2 sigma2?2 sigma21 & sigma22
05 0.5 05
0.4 0.4 1 04
0.3 M 0.3 jww*/'\ 0.3 M
Tt = it
0.2 0.2 1 02
0.1 0.1 101
0 0 d 0 J
0 0 100 0 a0 100 0 50 100

5.6.2. Estimarea dispersiei unui semnal prin méasuratori de la
mai multe surse

Presupunem existenta a doud instrumente de masurd pentru
furnizarea cantitatii de interes, X. Fie x; citit de la primul instrument si X;
citit de la al doilea instrument. Primul instrument are o eroare cu distributie

gaussiana si deviatie standard oq. Eroarea de la al doilea instrument are
aceeasi distributie gaussianad cu medie zero si abatere standard o5 . Se pune
problema combinarii celor doua citiri Intr-o singura valoare estimata.

Daca instrumentele ar avea aceeasi abatere (o = o), atunci s-ar considera
media celor doud numere. Dacd primul instrument este superior celui de al
doilea (o1 << o), se va pistra prima citire pentru valoarea estimati. In
orice altd situatie trebuie calculatd o suma ponderatd a citirilor pentru a
genera un estimat a lui x, care se vanotacu X.

Problema este de a selecta/calcula cea mai bund medie ponderatd. O

posibilitate este de a pondera fiecare citire cu o valoare inversa a preciziei,
adica

Xl X2
W, - X, + W, - X o? 0% 02X +02-X
S 1 1 2 2 1 2 2 1 1 2
%= -G % % BT (515)
W, + W, 1 1 0240’
o? o

Se poate demonstra ca valoarea estimata (58) are o dispersie
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. o? o2
G2 =—1"%2 (516)
0?2 +0?
Se face observatia ca estimatul de mai sus poate fi pus sub forma
. o2
=+ KOG =%) =% +—L—(x, — %) (517)

adicd o ecuatie de actualizare de aceeasi forma generala ca in cazul din
sectiunea anterioara.

Concluzii

Estimarea unui parametru aleatoriu se face prin minimizarea unei
functii de cost, care poate fi patratica, uniforma (constantd) sau liniara.
Estimatorii obtinuti se numesc de medie patraticd minimd (MMS), maxim a
posteriori (MAP) si, respectiv, de medie absolutd minima (MAV).

Estimarea unui parametru determinist se face prin criteriul

..........

maxime.

Cel mai bun estimat este cel care nu este deplasat si are dispersie
minima a erorii de estimare. Obtinerea unui astfel de estimat poate ridica
probleme de memorie sau timp de calcul si atunci se prefera un estimat cu
deplasare si dispersie a erorii foarte mici.

Un estimat este consistent daca media si dispersia erorii de estimare
tind la zero pe masura ce numarul de valori prelucrate tinde la infinit.

Un estimat este eficient daca este nedeplasat si dispersia erorii de
estimare este minim posibila.
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Anexa 1l - Codul Matlab pentru generarea secventelor

aleatorii

% Aplicatie capitolul 1
% PASUL 1: Generare numere aleatorii cu distributie uniforma

clc; clear; clf;

seed = rand('seed’); % Intoarce starea inifiald a generatorului
x0 =5000;

rand(‘seed’, x0); % seteaza metoda "seed" valoarea initiala x0;
N =100; % numarul de valori;

% 1st method: standard functions of Matlab.

figure(1);

VU =rand(1,N);

subplot(221), stem(VU); title('numere aleatorii u.d."); xlabel(‘valori');
subplot(222), plot(VU); title('numere aleatorii u.d."); xlabel(*valori');

[Nh, Xh] = hist(VU);

subplot(223), bar(Xh, Nh);title('Densitatea de prob.");
int_Nh = cumsum(Nh); int_Nh = int_Nh ./ max(int_Nh);
subplot(224), plot(Xh, int_Nh); title('Distributia de prob.");

% 2nd method: algoritmul multiplicativ congruential:
a=65539; c = 0; m=2"31; x(1) =x0;
for k=1:N-1,
X(k+1) = mod(a*x(k) + ¢, m);
end;
X =Xx./m;

figure(2);
subplot(221), stem(x); title('numere aleatorii u.d."); xlabel('valori’);
subplot(222), plot(x); title('numere aleatorii u.d."); xlabel('valori');

[Nh, Xh] = hist(x);

subplot(223), bar(Xh, Nh); title('Densitatea de prob.");
int._Nh = cumsum(Nh); int_Nh =int_Nh ./ max(int_Nh);
subplot(224), plot(Xh, int_Nh); title('Distributia de prob.");
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% PASUL 2: Generarea unei densitati de probabilitate liniare:
% (vezi exemplul din curs);

%]1. Se genereaza variabila cu distribuzie uniforma:

N = 100; % try also 500 and 1000...

A =rand(1,N);

C =2 .*sqrt(A); %2: Se genereaza v.a. cu pdf liniara.
x=C;

figure(3);

subplot(221), stem(x); title('numere aleatorii u.d."); xlabel('valori’);
subplot(222), plot(x); title('numere aleatorii u.d."); xlabel(‘valori');

[Nh, Xh] = hist(x);

subplot(223), bar(Xh, Nh); title('Densitatea de prob.");
int_Nh = cumsum(Nh); int._Nh = int_Nh ./ max(int_Nh);
subplot(224), plot(Xh, int_Nh); title('Distributia de prob.");

% Pasul 3: Generarea unei densititi de probabilitate gaussiene:
N = 1000; % try also 500 and 1000...

sigma2 = 1;

%1.Se genereaza distribuyia uniforma:

A =rand(1,N);

%2.Se genereaza distribuyia Rayleigh:

R = sqrt(2*sigma2 *log(1./(1-A)));

%3.Se genereaza alta v.a. cu distribugie uniforma pentru unghi:

B =rand(1,N);

teta = B *2*pi;

%4.Se genereaza v.a. gaussiana:

C =R .* cos(teta);

x=C;

figure(4);

subplot(221), stem(x); title('numere aleatorii n.d."); xlabel(‘valori');
subplot(222), plot(x); title('numere aleatorii n.d."); xlabel(*valori’);
[Nh, Xh] = hist(x);

subplot(223), bar(Xh, Nh); title('Densitatea de prob.");

int._Nh = cumsum(Nh); int_Nh =int_Nh ./ max(int_Nh);
subplot(224), plot(Xh, int_Nh); title('Distributia de prob.");




Prelucrarea statistica si informationald a semnalelor

Anexa 2 - Proprietitile secventelor pseudoaleatorii periodice
P1). Daca se defineste prin stare a unei secvente, valoarea secventei dintr-un

interval elementar in care secventa are valoarea 0 sau 1, atunci numarul total
de stari este (n+1)/2.

P2). Daci intr-o portiune din secventa aleatorie, de lungime n>>1, Ny; este
numarul de simboluri cu valoarea 1 logic, No; este numarul de simboluri cu
valoarea 0 logic, Nj, este numarul de succesiuni de simboluri de 1 logic de
lungime 2, No2 numarul de succesiuni de 0 logic de lungime 2, s.a.m.d, este
indeplinita relatia:

Niz=Nn/2,Njo=n/4,Nj3.=n/8,...Njk =n/2%., ie{01} (1)

P3). In fiecare interval de lungime n, numarul de simboluri 1 logic este cu 1
mai mare decat numarul de simboluri 0 logic, deci

N11=No1-1(2)

P4). In cadrul unei perioade, jumatate din numarul de stari au o durati egala
cu A, un sfert din numarul de stari au durata 2A, o optime au durata 3A
s.a.m.d., exceptand o stare cu valoarea 1, pe o durata mA si o stare cu
valoarea (-1), de durata (m-1) A.

P5). Numarul de simboluri de 0 este
Ng = n-1_ 2"-1_1@3)
2
P6). Numarul de simboluri de 1 este

N =220 )
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Anexe

Anexa 3— Codul sursa Matlab pentru estimarea dsp
% estimarea densitarii spectrale de putere.
clc; clear; clf
% define signals:
fm = 50; FO1 = 100; FO2 = 280; Fs = 1000; Ts = 1/Fs; N = 500;
t = (0:N-1) .*Ts;
m =sin(6.28 * fm *t);
s = (1+0.8 * m) .* sin(6.28 * FO1 .*t) + (1+0.8 * m) .* cos(6.28 * F02 .*t);

% 1. Direct method..

X =S§;

Nfft = 2”nextpow2(N);

X = fft(x,Nfft) ./ N ; % DFT

Px = X .* conj(X) ; % double sided power spectrum
Px_plus = 2 * Px(1:Nfft/2); % one-sided power spectrum
Px_psd = Px_plus / (Nfft * Ts); % one-sided psd

fx = linspace(0,1,Nfft/2) .* (Fs/2); % pozitive frequency axis

% 2. Indirect method..

y=s,

[ryy, tau] = xcorr(y) : % correlation

Nr = length(ryy); Nrfft = 2”nextpow2(Nr);

Y = fft(ryy, Nrfft) ./ Nr; % DFT
Py =Y .* conj(Y) ; % double sided power spectrum
Py_plus = 2 * Py(1:Nrfft/2); % one-sided power spectrum

Py psd =Py plus/ (Nrfft * Ts) ; % one-sided psd
fy = linspace(0,1,Nrfft/2) .* (Fs/2);

% 3. Matlab's function ...
[Pyy_mat , f_mat]= periodogram(s,[],fx,Fs); % one-side periodogram..

xx = [1:50];
subplot(231), plot(fx, Px_psd); title('Direct method’)

subplot(232), plot(fy, Py psd,’r”); title('Indirect method’)
subplot(233), plot(f mat, Pyy mat,’g’); title('Matlab result');
subplot(212), plot(fx, Px_plus, fy, Py plus,'r',f mat, Pyy mat, ‘g’);
xlabel('F[Hz]"); legend('Indirect)’, 'Direct’, 'Matlab periodogram’);
END

237






