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Introducere

Materialul de fata reprezinta o introducere in lumea geo-
metriei plane, fiind util atat studentilor de la programele de licenta
si master din domeniul Matematicd, cat si elevilor din gimnaziu.
Aceastd lucrare isi propune sd vina in ajutorul si spijinul cititorului
in vederea intelegerii modalitdtilor de a construi rationamente ne-
cesare rezolvirii problemelor de geometrie. In general, principala
metodd prin care se rezolvd o problema de geometrie sintetica este
demonstratia. Prin parcurgerea acestei carti dorim sa cream de-
prinderi in realizarea unor demonstratii eficiente.

Elemente de geometrie euclidiand pland nu reprezinta o colectie
exhaustivd de continuturi ale geometriei euclidiene in plan. Este
un material ce prezintd, intr-o forma usor de urmadrit, principalele
notiuni fundamentale ale geometriei sintetice. La problemele se-
lectate din Gazeta Matematica sau din alte cdrti de specialitate au
fost indicate si citate sursele de informare. Definitiile, proprietatile
si teoremele utilizate apartin resurselor clasice de geometrie men-
tionate la bibliografie.

Materialul este structurat in sapte capitole.

Primul capitol, Notiuni de bazi, prezinta geometria euclidiana
avand la bazd un sistem de axiome. Sunt amintite notiuni fun-
damentale: punctul, planul, dreapta, incidenta, ordinea si congru-
enta.

Al doilea capitol, intitulat Triunghi, trateaza triunghiul si prin-
cipalele sale elemente. Sunt clasificate triunghiurile si sunt eviden-
tiate principalele proprietdti ale triunghiului isoscel, triunghiului
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echilateral, respectiv ale triunghiului dreptunghic. O parte impor-
tantd a acestui capitol este alocatd liniilor importante in triunghi,
asemdnarii triunghiurilor precum si relatiilor metrice in triunghiul
dreptunghic. Multe dintre proprietdti sunt demonstrate in detaliu
cu scopul de a-i ajuta pe studenti sd-si dezvolte propriile demon-
stratii ale unor probleme cu caracter practic.

In capitolul al treilea, Patrulater, sunt prezentate linia poligo-
nald inchisd si elementele caracteristice ale acesteia. Sunt studiate
proprietdti ale patrulaterului convex, paralelogramului, dreptun-
ghiului, pdtratului, rombului si trapezului. De asemenea, in ul-
timul subcapitol sunt amintite o serie de proprietati referitoare la
relatii metrice in patrulatere.

Capitolul patru, numit Cerc, este destinat studiului cercului si
proprietatilor acestora, trecand in revista unghiuri in cerc, patrula-
tere inscriptibile si circumscrise in cerc si cu proprietdtile esentiale
ale acestora.

Capitolele cinci, sase si sapte sunt destinate consoliddrii notiu-
nilor teoretice. Fiecare subcapitol este structurat in doud sectiuni:
probleme rezolvate si probleme propuse.

Galati, decembrie 2022 Autorii



CAPITOLUL 1

Notiuni de baza

Geometria euclidiand se bazeaza pe axiome, adicd pe propo-
zitii care se acceptd fdra demonstratie si cu ajutorul carora se de-
duc alte propozitii, teoreme. Prima prezentare axiomaticd, cea a
lui Euclid (365-300 1.e.n), a fost completatd de sistemul axiomatic a
lui D. Hilbert (1899) in care notiunile fundamentale sunt: punctul,
dreapta, planul, incidenta, ordinea si congruenta. Considerarea
functiilor "distanta" si "mdsura unghiului" printre notiunile fun-
damentale duce la simplificarea sistemului axiomatic obtindndu-se
sistemul lui G.D. Birkoff (1932) ce std la baza constructiei, prin de-
ductie logicd, a rezultatelor studiate In geometria euclidiand. Axi-
omele se impart In "axiome de incidentd", "axioma riglei" si cea de
"separare", "axiomele unghiului", de "congruentd" si "axioma para-
lelelor".

Punctul este o notiune fundamentald, primard in geometria eucli-
diana, fard dimensiune.
Se noteaza cu majuscule: A, B, C etc.

Reprezentare pe hartie:
[ ]
A

FIGURA 1. Reprezentarea punctului

Planul, notiune fundamentala in axiomatica geometriei euclidiene
este o multime de puncte cunoscutd ca o suprafatd de di-
mensiune doi. Planul nu are grosime si are lungime si la-
time infinita.

Se noteaza cu litere grecesti: «, 3, v, 7 etc.
Reprezentare pe hartie:

1
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FIGURA 2. Reprezentarea planului

Dreapta este o submultime a planului de dimensiune unu, fard gro-
sime care se prelungeste la infinit in ambele sensuri.
Se noteaza cu: a, b, ¢, d etc.
Reprezentare pe hartie:

d

FIGURA 3. Reprezentarea dreptei

In cele ce urmeaza vom reaminti axiome cu ajutorul cirora se vor
putea defini elementele de bazd, precum segment, semidreaptd,
unghi, semiplan.
Din primul grup de axiome, "axiomele de incidentd", amin-
tim:
Al: "Oricare doud puncte distincte determind o dreapta unicd;
Orice dreaptd contine cel putin doua puncte distincte."
A2: "Fiind dat un plan 7, exista cel putin trei puncte distincte
in el, necoliniare. Dacd se dau trei puncte necoliniare, dis-
tincte, atunci existd un plan unic care sd le contind."
A3: "Dacé se considera doud puncte A, B situate in planul 7,
atunci dreapta determinatd de cele doud puncte este conti-
nutd in plan."

Un exemplu de folosire a axiomelor pentru a deduce alte propri-
etdti este urmdtorul rezultat. Folosind axioma (Al), se poate de-
monstra:

Intr-un plan, oricare doud drepte diferite au cel mult un punct co-
mun.



Intr-adevir, daci presupunem contrariul, atunci exista doud
drepte diferite a si b In planul 7, care au in comun doud puncte
diferite. Fie acestea A si B. Astfel, A # B, A,B € a, A,B € b.
Conform axiomei (A1) punctele A si B determind o dreapta unicd,
adicd @ = AB, b = AB implicd a = b. Fals deoarece ipoteza men-
tioneaza a # b.

Rezultatul anterior stabileste pozitiile relative a doud dreptele
situate intr-un plan (dreptele coplanare), astfel:

e drepte identice sau confundate sunt doud drepte care au doud
puncte comune, deci au toate punctele comune. Notatie:
a=b.

e drepte concurente dacd au un singur punct comun iar acesta
se va numi punct de intersectie. Notatie: a N b # ().

e drepte paralele sunt doud drepte continute in acelasi plan
care nu au niciun punct comun. Notatie pentru drepte pa-

ralele: a || b.
a a
a
b
b b
Confundate Concurente Paralele

FIGURA 4. Pozitii relative a dreptelor in plan

Fiecarei perechi de puncte din plan i se poate asocia un unic numar
real, pozitiv. In felul acesta, se obtine functia distantd. Aceasta se
defineste astfel:

Definitia 1.1. Se considerd m un plan si d : 7 x # — R. Functia d
se numegte functia distanta, dacd verificd urmdtoarele conditii:
1) VAem d(A A) =0,
2) Daci d(A, B) = 0, atunci A = B,
3) VA, B € m,areloc d(A, B) = d(B, A),
3



4) VA, B,C € m,areloc d(A,C) < d(A, B) +d(B,C).

Distanta d(A, B) dintre doud puncte se mai noteaza si cu AB.

Intre multimea punctelor de pe o dreapta si multimea nume-
relor reale existd o corespondend bijectivd datd de "axioma riglei".

Axioma riglei: "Se considerd o dreaptd oarecare asi A, B € a,
doud puncte distincte situate pe aceastd dreaptd. Oricare ar fi un
punct M al dreptei a, acestuia ii corespunde un unic numadr real
notat x,,, asa incat urmatoarele conditii sunt verificate:

1) Vn € R, existd si este unic N € a, cuzy = n,

2) x4 =0,25 >0,

3) VM,N € a,d(M,N) = |xy — zp]".

Definitia 1.2. Se considerd a o dreaptid. Functia determinatd in
mod unic de conditiile "axiomei riglei”, notatd f : a — R si definitd prin
f(M) = xp, VM € a, se numeste sistem de coordonate cu originea in
A, pentru dreapta a. Numdrul x; se numegte abscisa punctului M.

Cu ajutorul functiei distantd si a sistemului de coordonate se
poate spune ce Inseamnd ca un punct sd se afle intre alte doua
puncte pe o dreaptd, si mai mult, putem defini notiunile de seg-
ment, semidreaptd, unghi.

Definitia 1.3. Se consideri trei puncte distincte A, B, C. Se spune
cd B este intre A si C sau cid B separd A si C, daci existid o dreapti
cdreia 1i apartin cele trei puncte si

d(A, B) + d(B,C) = d(A, C).

A B C
FIGURA 5. Relatia "intre"

Definitia 1.4. Se numegte segment deschis de capete A si B
multimea punctelor situate intre A si B si se noteazi (AB).

Dacdi la multimea (AB) se iau in considerare si punctele A si B,
adicid (AB) U {A, B}, atunci se defineste segmentul inchis de capete A
si B. Acesta din urmii se noteazi [AB].

4



Cu ajutorul sistemului de coordonate, printr-un calcul ime-
diat, segmentele deschise, respectiv cele inchise se caracterizeaza
astfel:

Se considerd dreapta AB pe care se alege un sistem de coor-
donate:

1) Daca xs < xp :

(AB) = {M € AB/(L‘A <Tpm < $B};
[AB] ={M € AB/x4 < 2y < wp}.

2) Dacd zp < w4 :

(AB) ={M € AB/xp < xp < a};
[AB] = {M € AB/xp < xp < w4}

Asadar, putem spune ca punctul M se afld intre punctele A si
B dacd si numai dacd una dintre inegalitdtile urmatoare este ade-
vdrata:
ra<zy <zp(e M e (AB))
sau
rp < xy < xA(S M € (BA)).

Cu ajutorul acestei proprietdti putem demonstra urmatoarea
proprietate de ordonare a punctelor pe o dreapta:

Propozitia 1.5. Se considerd trei puncte diferite A, B, C pe o
dreaptd. Urmadtoarele afirmatii sunt adevdrate:

1) Unul dintre ele le separi pe celelalte doud.

2) Daci B € (AC), atunci A ¢ (BC)si C ¢ (AB).

3) Pentru punctele diferite A si B, segmentul (AB) nu este vid si
existd un punct D pe dreapta AB astfel incit B € (AD).

4) Daci M € (AB)si M € (BC), atunci M ¢ (AC).

5) Daci M € (AB), M ¢ (BC), atunci M € (AC).

DEMONSTRATIE.
1) Alegem un sistem de coordonate asaincatz, = Osizp > 0.
Vor exista doud cazuri:
i) 2c <0.Rezultd ¢ < 0 < xp = A € (CB)
ii) z¢ > 0. Atunci avem urmatoarele situatii:
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0<ZL‘B<IC:>B€(AO),
0<zc<zp=Ce€(AB).
2) Be (AC), rezultd x4 < xp < z¢.
Deoarece 25 > x4 se obtine A ¢ (BC).
Din z¢c > xp rezultd C ¢ (AB).
3) Consideram un sistem de coordonate asa incat x4 = 0 si
rp > 0. Alegem punctul C pe dreapta AB astfel incat abs-

cisa lui sa fie z¢ = Q%B. Rezulta C € (AB). Punctul D il

alegem cu abscisa = egald cu 2z . Se obtine B € (AD).

4) Considerdam un sistem de coordonate asa incat x,, = 0 si
zp > 0. Din M € (AB) rezultd z4 < 0sidin M € (BC)
rezultd xc < 0. Asadar, O ¢ (AC).

5) Se considera un sistem de coordonate asa incat x,;, = 0 si
rg > 0.

M e (AB) =24 <0;M ¢ (BC) = ¢ > 0.

Se obtine: x4 < 0 =z < 2.
Pentru o dreaptd si un punct care apartine ei, se pun in evi-
dentd doud submultimi ale dreptei, numite semidrepte.

Definitia 1.6. Se consideri doud puncte A si B, distincte. Prin
semidreaptd inchisa [AB se intelege mulfimea punctelor M cu propri-
etatea ci M € [AB] sau B € (AM), iar prin semidreaptd deschisa
(AB se intelege multimea [AB \ {A}. Punctul A se numeste originea
semidreptei.

&

A M C

FIGURA 6. Semidreapta inchisa
pa . .
< . .
A M B

FIGURA 7. Semidreaptd deschisa

Siin cazul semidreptelor se poate da o caracterizare a acestora
cu ajutorul unui sistem de coordonare.
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Se considerd dreapta determinatd de punctele A si B pe care
se alege un sistem de coordonate:

1) Daca xs < xp :
(AB={M € AB/xs < xp};
[AB ={M € AB/xa < xp}.
2) Dacd xp < x4 :
(AB = {M € AB/JZ]V[ < ZL’A},'
[AB = {M € AB/I]\/[ S ZL‘A}.

Analog notiunii de semidreapta pentru o dreaptd, putem de-
fini notiunea de semiplan pentru un plan.

Se considerd un plan 7, o dreapta d in plan si doud puncte
distincte ale planului care nu apartin dreptei d. Dacd [AB] Nd # 0,
atunci se spune ca d separd punctele A si B. In caz contrar, A si B
sunt de aceeagi parte a dreptei.

O proprietate ce stabileste pozitia a trei puncte necoliniare fata
de o dreaptd este urmdtoarea "axiomd de separare" care mai este
cunoscutd si sub denumirea de axioma lui Pasch.

(AP) "Dacd o dreaptd separd punctele A si B dar nu separd
punctele B si C, atunci separa punctele A si C."

A
L\

FIGURA 8. Axioma de separare

Cu ajutorul "axiomei de separare” se demonstreaza un alt re-
zultat de separare:

Propozitia 1.7. Daci se dau trei puncte distincte, necoliniare A, B, C
in plan si o dreaptd d care separd perechea de puncte A si B si perechea de
puncte A si C, atunci dreapta nu separd perechea de puncte B si C.

7



DEMONSTRATIE. Presupunem prin absurd cd d separd punc-
tele Bsi C.
Din:

dsepard Asi B, rezultd dN AB = {M}.
d separd Asi C, rezultd dN AC = {N}.
d separd B si C, rezultd d N BC' = {P}.

Din afirmatiile anterioare, punctele M, N, P sunt coliniare.
Facem o alegere pentru ordinea punctelor coliniare si presupunem
cd M e (NP).

A

B P C
FIGURA 9. Separare

Deoarece M € (AB)si M € (NP) rezultd cd AB separd N si
P.

Cum N € (AC), rezultd cd A nu este intre N si C, deci AB nu
separd N si C.

Folosind "axioma de separare” pentru: AB separd N si P si
AB nusepard N si C, rezultd AB separa P si C. Asadar, B € (PC).
Contradictie cu P € (BC). Rdimane cd d nu separd punctele B si C.

Daca se dau un triunghi si o dreaptd pe care nu se gaseste nici-
unul dintre varfurile triunghiului, atunci rezultatul anterior spune
cd dreapta, dacd intersecteazd o laturd a triunghiului, va mai inter-
secta exact inca una.

Definitia 1.8. Se dau planul ©, o dreaptd d inclusd in plan gi un
punct A € m, A ¢ d. Se numegte semiplan deschis multimea punctelor
din plan situate de aceeasi parte a dreptei d ca si A.

Notatie: (dA.



Dreapta d se numeste frontiera semiplanului.
(dA={M e n/[AM]Nd =0}

Prin semiplan inchis, se intelege reuniunea dintre semiplanul deschis si
frontiera lui.
[dA = (dAUd.

A\

B

FIGURA 10. Semiplan

Un alt rezultat de separare este urmadtoarea propozitie:
Propozitia 1.9. Daci se considerd un plan © gi o dreapti d C m,
atunci urmdtoarele afirmatii sunt adevirate:
1) Dreapta d itmparte planul in exact doud semiplane Sy si S, care
verificd conditiile:
7T\d251USQ§i81ﬂ52:®.
2) Dacdi doud puncte A si B se gisesc in semiplanul Sy sau in semi-

planul Sy, atunci d nu separd A si B. Daci A € Sy 51 B € Sy,
atunci dreapta d intersecteazd segmentul [AB].

FIGURA 11. Separare



DEMONSTRATIE. Demonstratia rezultd imediat folosind axioma
de separare si propozitia (1.7).

Definitia 1.10. Se numeste unghi figura geometricd obtinutd prin
reuniunea a doud semidrepte inchise cu aceeasi origine.

Notatie: daca semldreptele sunt a = [AB si b = [AC, atunci

unghiul se noteaza BAC, <BAC sau ab; punctul A se numeste var-
ful unghiului.

Observatia 1.11. Dacid a = b atunci unghiul se numeste nul.
Dacdi semidreptele a si b sunt semidrepte opuse (semidreptele (AB si (AC
sunt opuse), atunci unghiul se numegte alungit. Un unghi se numeste
propriu dacd nu este nici nul nici alungit.

B

Unghi propriu Unghi alungit

A b C B
Unghi nul
FIGURA 12. Reprezentarea unghiului

Definitia 1.12. Daci se considerd unghiul <BAC, se numegte in-
teriorul unghiului multimea punctelor aflate la intersectia semiplanelor
deschise (aC si (bB, unde dreapta AB a fost notati cu a si dreapta AC a
fost notatd cu b.

10



A
B
a

FIGURA 13. Interiorul unui unghi

Definitia 1.13. Doud unghiuri care au acelasi virf, o laturd co-
mund i interioare disjuncte, se numesc unghiuri adiacente. Dacd in
plus, celelalte doud semidrepte ale unghiurilor sunt opuse, unghiurile se
numesc suplementare.

C
(0} B
A [¢] C
Unghiuri adiacente Unghiuri adiacente suplementare

FIGURA 14. Unghiuri adiacente

Fiecarui unghi i se asociazd un numar real. In felul acesta se
obtine o functie definita pe multimea unghiurilor cu valori in inter-
valul [0, 7]. Aceasta functie se numeste "functia masurd a unghiului”,
se noteaza cu m si satisface urmdtoarele axiome:

M1) "Pentru orice unghi <AOB, m(<AOB) = 0° (se citeste ma-
sura unghiului <AODB este egala cu zero grade) daca si nu-
mai dacd <AOB este un unghi nul."

M2) "Pentru orice unghi <AOB, m(<AOB) = 180° (se citeste
madsura unghiului <AOB este egald cu 180°) dacd si numai
dacd <AOB este un unghi alungit."

11



M3) "Axioma de constructie a unghiurilor: In plan se consi-
derd o dreaptd OA si S unul dintre semiplanele delimi-
tate de dreapta OA. Pe dreapta OA se alege semidreapta
(OA. Atunci Ve € (0°, 180°), exista o semidreaptd unicd
(OB C S, astfel incat m(<AOB) = ¢."

M4) "Axioma adundrii unghiurilor": Se considera unghiurile
<AOB si <BOC, (OB C Int<AOC.

Atunci, are loc relatia:
m(<AOB) + m(<«BOC) = m(<AOC).
Cu ajutorul axiomei adunadrii unghiurilor, se definesc unghiu-
rile suplementare.

Definitia 1.14. Daci se dau doud unghiuri pentru care suma md-
surilor lor este 180°, atunci acestea se numesc unghiuri suplementare.
Doud unghiuri se numesc opuse la varf dacd au acelasi varf si laturile
lor sunt doud cite doud semidrepte opuse.

B

C O A

Unghiuri suplementare Unghiuri opuse la varf

FIGURA 15. Unghiuri suplementare; unghiuri opuse la varf

Definitia 1.15. Un unghi propriu cu mdsurd mai micd decit 90°
se numegte unghi ascutit. Dacd mdsura unghiului este mai mare decit
90°, unghiul se numeste obtuz. Dacid masura unghiului este exact 90°,
atunci unghiul se numegte drept.

Definitia 1.16. Doud segmente [AB] si [C' D] se spune ci sunt con-
gruente, daci d(A, B) = d(C, D).

Congruenta se noteaza cu "=".
Folosind notatia echivalentd pentru distanta, se poate scrie

[AB] = [CD] < AB = CD.
12



Definitia 1.17. Dacii se considerd un segment [AB], prin mijlocul
segmentului se intelege acel punct C' € [AB] cu proprietatea cd este
adevdratd relatia: [AC| = [CB].

Definitia 1.18. Doud unghiuri <AOB si <EFG se numesc con-
gruente, dacd mdsurile lor sunt egale, m(<AOB) = m(<EFGQG).

Definitia 1.19. Doud drepte concurente se numesc perpendicu-
lare, dacd formeazi un unghi cu mdsura de 90°.

Propozitia 1.20. [ntr-un punct A al unei drepte d se poate construi
o singurd perpendiculard.

DEMONSTRATIE. Existenta si unicitatea perpendicularei este asi-
guratd de axioma (M3).

Observatia 1.21. Dacd se di o dreaptd d si un punct A care nu
apartine dreptei, atunci se poate construi o unicd perpendiculard pe dreapta
d care trece prin punctul A. Justificarea acestei afirmatii este evidentd
dacd se stie proprietatea referitoare la suma mdsurilor unghiurilor unui

triunghi (a se vedea ).
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CAPITOLUL 2
Triunghi

Definitia 2.1. Se considerd in plan trei puncte necoliniare A, B, C.
Aceste puncte determind doud cdte doud trei segmente: [AB], [AC], [BC].
Se numeste triunghi figura geometrici obtinutd prin reuniunea

[AB]U[AC]| U [BC].

A

B C
FIGURA 1. Triunghi

Notatia pentru triunghi: AABC.

Elementele triunghiului:

e segmentele [AB], [AC]|, [BC] se numesc laturile triunghiu-
lui;

e punctele A, B, C' se numesc virfurile triunghiului;

e unghiurile <BAC, <ABC, <AC B se numesc unghiurile tri-
unghiului;

e un punct care apartine interiorului fiecarui unghi al triun-
ghiului se spune cd este in interiorul triunghiului;

e un punct se spune ca se gaseste in exteriorul triunghiului
daca nu se gaseste in interior si nici pe laturile lui.
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Clasificarea triunghiurilor:

e un triunghi cu toate unghiurile ascutite se numeste triunghi
ascutitunghic;

e un triunghi cu un unghi drept se numeste triunghi dreptun-
ghic;

e un triunghi care are un unghi obtuz se numeste triunghi
obtuzunghic;

e un triunghi cu laturi de lungimi diferite se numeste tri-
unghi oarecare;

e un triunghi cu doud laturi congruente se numeste triunghi
isoscel; latura necongruenta a triunghiului se numeste bazi;

e un triunghi cu toate laturile congruente se numeste triunghi
echilateral.

Ascutitunghic Dreptunghic ~ Obtuzunghic

Isoscel Echilateral
FIGURA 2. Clasificarea triunghiurilor

Drepte importante in triunghi

Mediana. Se considerd latura [BC| a triunghiului AABC
si punctul A" mijlocul segmentului [BC|. Dreapta AA’ se
numeste mediana corespunzitoare laturii [BC]. In cazul
in care consideram doar segmentul [AA’], putem vorbi de
lungimea medianei ca fiind lungimea segmentului [AA’].
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B A C
FIGURA 3. Mediana

Existenta si unicitatea medianei corespunzatoare unei
laturi a triunghiului este asiguratad de existenta si unicita-
tea mijlocului laturii considerate. Un triunghi are trei me-
diane.

Bisectoarea. Tn AABC se considerd unul dintre unghiurile
triunghiului. Fie acesta, de exemplu, <ABC' Se numeste
bisectoarea unghiului propriu <ABC acea semidreapta [BO,
cu originea in B, situatd in interiorul unghiului <ABC,
care indeplineste conditia ca:

m(<ABO) = m(<OBC(C).
A

B C
FIGURA 4. Bisectoarea

Dacd vom considera lungimea segmentului [BO], unde
punctul O se gaseste ca [BO N [AC| = {0}, atunci putem
vorbi de lungimea bisectoarei.

Intr-un triunghi exista trei bisectoare interioare cores-
punzdtoare celor trei unghiuri ale triunghiului, iar unicita-
tea fiecareia in parte este asiguratd de axioma (M3).
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Mediatoarea. In AABC se considera una dintre laturile tri-
unghiului. Fie de exemplu, latura [BC]. Dacd notam cu A’
mijlocul segmentului [BC] si construim prin A’ dreapta d,
perpendiculara pe [BC|, obtinem mediatoarea laturii [BC].

Un triunghi are trei mediatoare corespunzatoare celor
trei laturi ale sale. Existenta si unicitatea mediatoarei este
asiguratd de existenta si unicitatea mijlocului unui segment
si de existenta si unicitatea perpendicularei printr-un punct
al unei drepte.

A

B A’ C
FIGURA 5. Mediatoarea

Indltimea. Dreapta perpendiculard, dusd dintr-un varf al
triunghiului pe latura opusd, se numeste ndiltime.

Dacd in triunghiul AABC considerdam, de exemplu, inal-
timea construitd din varful A pe latura [BC| si notdam cu A’
intersectia ei cu [BC], putem privi indltimea ca segmentul
[AA'] si are sens sd vorbim de lungimea ei.

Existenta si unicitatea perpendicularei dintr-un punct
exterior unei drepte pe o dreaptd ne asigurd cd intr-un tri-
unghi existd trei perpendiculare unice corespunzatoare fi-
ecdrui varf al triunghiului.
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B A C
FIGURA 6. Iniltimea

1. Cazuri de congruenta in triunghi

Definitia 2.2. Se considerd AABC si AA'B'C’ doud triunghiuri
oarecare. Vom spune ci cele doud triunghiuri sunt congruente si vom
nota congruenta prin

AABC = AA'B'C,
dacd au loc in acelasi timp:
AB] = [A'B,|BC) = [B'C'), [CA] = [C'A);
JA=<A; B =«B<C =<«
A A’

3 €
B C B C
FIGURA 7. Congruenta triunghiurilor

Cazuri de congruenta pentru doua triunghiuri oarecare AABC
si AA'B'C’
e Cazul1: LUL
[AB] = [A'B'],<B = <B',|BC| = [B'C
19




e Cazul 2: ULU
4B =«B',[BC| = [B'C],<C = <’
e Cazul 3: LLL
[AB] = [A'B'],[BC]| = [B'C'],[AC] = [A'C']

Observatia 2.3. Dintre cele trei cazuri de congruentd mentionate
anterior, cazul unu este "axioma de congruentd L.U.L" iar celelalte doud
cazuri se deduc folosindu-se axioma de congruentd. Demonstratiile se pot
gasi in [7].

Cazuri de congruentd pentru doua triunghiuri dreptunghice

Fie triunghiurile AABC si AA'B'CY,

m(<BAC) = m(<aB'A'C") = 90°.

C C

-

[] ]

A B A’ B’

FIGURA 8. Congruenta triunghiurilor dreptunghice

e Cazul 1: CC - Catete congruente
[AB] = [A'B'],[AC] = [A'C']

(provine din cazul LUL)
e Cazul 2: CU - Catetd si unghiul aldturat ascutit, congru-
ente

[AC] = [A'C'],<C = <’

(provine din cazul ULU)
e Cazul 3: IU - Ipotenuza si un unghi ascutit, congruente

[BC| = [B'C'],<C =<’
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e Cazul 4: IC - Ipotenuza si o catetd, congruente
[BC| = [B'C'],[AB] = [A'B'

Observatia 2.4. [n cazul triunghiurilor dreptunghice, cazurile trei
si patru reprezintd rezultate ce se demonstreazi folosind primele doud
cazuri de congruentd. Pentru demonstratie a se vedea [7].

2. Triunghi isoscel

Constructie: Un triunghi isoscel se poate desena avand la dis-
pozitie o rigld si un compas.
Pasii urmati in realizarea constructiei, sunt:

e se deseneazd un segment oarecare [B(C] care va fi baza tri-
unghiului;

e se determind, prin madsurare cu ajutorul riglei, mijlocul seg-
mentului;

e cu o deschidere a compasului, mai mare decat jumadtatea
lungimii segmentului [BC], se traseaza doud arce de cerc,
pozitiondnd compasul cu acul in B si apoi in C}

e cele doud arce de cerc se vor intersecta in doud puncte, no-
tate, de exemplu cu A si A’. Dreapta determinatd de punc-
tele A si A’ va separa capetele segmentului [BC|;

e triunghiurile formate: AABC si AA’BC sunt ambele isos-
cele deoarece

[AB] = [AC] si [A'B] = [A'C]
(deschiderea compasului nemodificindu-se)
In continuare vor fi reamintite o parte dintre proprietatile im-

portante ale triunghiurilor isoscele.

Propozitia 2.5. [ntr-un triunghi isoscel unghiurile opuse laturi-
lor congruente sunt congruente. Reciproc, dacid un triunghi are doud
unghiuri congruente, atunci laturile opuse unghiurilor congruente sunt
congruente, adicd triunghiul este isoscel.

DEMONSTRATIE. "= " Dacd AABC este isoscel, presupunem
cd [AB] = [AC]. Fie [AD bisectoarea unghiului <A. Rezultd ega-
litatea masurilor unghiurilor m(<BAD) = m(<DAC). Atunci, se
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obtine congruenta triunghiurilor AABD = AACD (cazul L.U.L)
([AB] = [AC], |[AD] = [AD], «BAD = <DAC'.) Congruenta triun-
ghiurilor implica <ABD = <ACD.

A

B D C
FIGURA 9. Triunghi isoscel

"«<" Comparam triunghiurile AABC si AAC B (acelasi triunghi
cu varfurile citite in ordine diferita).

Avem AABC = AACB (U.L.U) deoarece:

<ABC = <ACB, [BC| = [CB], <ACB = <ABC.

Rezultd AB = AC, AC = AB,<BAC = <CAB.

Concluzia: [AB] = [AC].

O altd proprietate importantd a liniilor importante in triun-
ghiul isoscel este cd acestea coincid dacd pornesc din varful comun
laturilor congruente in triunghi.

Propozitia 2.6. Se considerd triunghiul isoscel AABC ([AB] =
[AC). Se construieste semidreapta [AD, D € [BC'. Atunci urmditoarele
afirmatii sunt adevdrate.

1) Daci [AD] este bisectoarea unghiului <BAC, atunci este me-
diana laturii [BC, indltimea din varful A si mediatoarea seg-
mentului [BC.

2) Daci [AD)] este mediana laturii [BC', atunci este indltimea din
virful A, mediatoarea segmentului [BC| si bisectoarea unghiului
<BAC.
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3) Dacd [AD] este mediatoarea laturii [BC, atunci este indltimea
din varful A, mediana segmentului [BC) si bisectoarea unghiu-
lui <BAC.

4) Daci [AD] este tniltimea din vdarful A, atunci este mediatoarea
segmentului [BC|, mediana laturii [BC] si bisectoarea unghiu-
lui <BAC.

DEMONSTRATIE. Se foloseste figura (9).

1) Deoarece [AD] este bisectoarea unghiului <BAC, atunci
<BAD = <DAC. ABAD = ACAD (L.U.L) (|[AB] = [AC],
[AD] = [AD], <BAD = <DACQ).

Din congruenta triunghiurilor rezultd, pe de o parte:
[BD| = [DC] ce implicd [AD] mediand, dar si congruenta:
<ADB = <ADC.

Deoarece

m(<ADB) + m(<ADC) = 180°,

se obtine AD 1 BC, adicad [AD] indltime. Cum AD este
perpendiculard pe BC si D mijlocul segmentului [BC|, re-
zultd [AD] mediatoare.

2) Se foloseste congruenta a triunghiurilor ABAD = ACAD,
unde [AD] este mediana laturii [BC|. Rationamentul este
similar celui folosit la punctul anterior.

3) Se considerd [AD] mediatoarea segmentului [BC]. Deoa-
rece D este mijlocul segmentului [BC|, [AD] este mediana
in triunghi. Conform punctului (2), [AD] este si indltime in
triunghi, deci AD 1 BC. Daca mediatoarea ar fi diferita de
indltimea [AD], ar Insemna cd in punctul D, pe latura [BC],
se pot construi doud perpendiculare diferite. Fals! Asa-
dar, mediatoarea coincide cu mediana [AD]. Mai departe
se aplica punctul (2).

4) Rationament similar celui de la punctul (1).

3. Triunghi echilateral

Constructie: Pentru a desena un triunghi echilateral este ne-
voie doar de o rigld si un compas.
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e se deseneazd un segment oarecare [AB], numit bazi a tri-
unghiului;

e cu o deschidere a compasului egald cu lungimea segmen-
tului [AB], se traseazd doud arce de cerc, pozitiondnd com-
pasul cu acul in B si apoi in 4;

e notam punctele de intersectie ale celor doud arce, de exem-
plu cu C'si C’; Aceste puncte se vor afla de o parte si alta a
dreptei AB.

e deoarece deschiderea compasului a ramas aceeasi pentru
trasarea celor doud cercuri, rezultda AC = ABsi BA = BC.
Asttel AC = AB = BC, ceea ce implica AABC echilateral.

Proprietati:

Propozitia 2.7. Un triunghi este echilateral dacd si numai daci
unghiurile sunt congruente.

A

B C
FIGURA 10. Triunghi echilateral

DEMONSTRATIE. Fie triunghiul AABC echilateral. Daca vom
considera doar [AB] = [AC], atunci putem spune cd AABC este
isoscel cu <B = <C. Daca folosim [CB] = [AC], atunci putem
spune ca AABC este isoscel cu <A = <B. Asadar,

<A =<«B = «C.

Reciproc, daca toate unghiurile sunt congruente, vom consi-
dera, pe rand, <A = <B, <B = <C, de unde se obtin relatiile:
[CB] = [AC), [AB] = [AC].
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Observatia 2.8. Se considerd un triunghi echilateral. Raportindu-
ne la fiecare virf al triunghiului, acesta poate fi considerat de trei ori un
triunghi isoscel. Conform propozitiei ([2.6), liniile importante in triun-
ghiul isoscel, ce pornesc din vdrful corespunzitor laturilor congruente,
coincid. Asadar, intr-un triunghi echilateral liniile importante coincid,
indiferent de virful triunghiului.

4. Unghiuri formate de doua drepte cu o secanta

Se dau in plan doud drepte distincte a si b intersectate de o a
treia dreapta c. Dreapta c se numeste secanti sau transversald.
anNc={M};bnec={N}

FIGURA 11. Secanta

In jurul punctelor de intersectie M si N se formeaza opt un-
ghiuri numerotate in desen cu: <M;, <M,, <Ms, <My si <<N5, <N,
<7, <(Ns (vezi figura (T1)).

Aceste unghiuri sunt numite astfel:

e unghiuri alterne dacd unghiurile se gdsesc de o parte si de
alta a secantei ¢;

e unghiuri de aceeasi parte a secantei dacd se gasesc de aceeasi
parte a secantei ¢;
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e unghiuri interne daca unghiurile se gdsesc la intersectia se-
miplanelor [aN si [bM;

e unghiuri externe dacd se gasesc in afara intersectiei semi-
planelor [aN si [bM;

Astfel, in figura avem unghiuri:

e alterne interne: <<M3, <{N5 si <My, <t\Ng;

e alterne externe: <M, <<N7 si <My, <(Ng;

e interne si de aceeasi parte a secantei: <<M,, <N; si <M3,
<<Ng;

e externe si de aceeasi parte a secantei: <(M;, <Ng si <My,
<N7;

e unghiuri corespondente: <<M;, <<NN5 si <My, <Ng si <<M3,
<IN7 §l <IM4, <):N8.

Definitia 2.9. Se considerd dreptele distincte d, si dy continute in
acelagi plan. Se spune ci dreptele sunt paralele dacid nu au niciun punct
comun.

Notatie: d; || ds.

FIGURA 12. Drepte paralele

Cu ajutorul tipurilor de unghiuri formate de doua drepte cu o
secanta se obtine caracterizarea dreptelor paralele.

Teorema 2.10 ("Teorema de existentd a dreptelor paralele").
Fie dreptele distincte dy si do. Daci o secantd d care le intersecteazd for-
meazd cu acestea o pereche de unghiuri alterne interne congruente, atunci
dreptele sunt paralele.
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FIGURA 13. Teorema de existenta a dreptelor paralele

DEMONSTRATIE. Fie dNd; = {A}, dNdy = {B}. Vom nota cu
(Az, respectiv (By semidreptele delimitate pe punctele A, respectiv
B pe cele doud drepte, situate de o parte si alta a dreptei AB.

dg A X

dp

y B
d

FIGURA 14. Existenta dreptelor paralele

Presupunem prin absurd ca Az } By.
A N C

o
FIGURA 15. Existenta dreptelor paralele

Atunci dreptele au un punct comun, AzNBy = {C}. Presupu-
nem cd C € (Ax. Se considerd C’ € (By, asa incat [BC'] = [AC]. Re-
zultd AABC" = ABAC (L.U.L) ([AB] laturd comund, [BC'| = [AC],
<CAB = <ABC(C"). Din congruentd se obtine <BAC' = <ABC (se
opun laturilor congruente). Se stie cd m(<ABC") + m(<ABC) =
180°.
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Asadar, obtinem m(<C'AB) + m(<BAC) = 180°, de unde re-
zultd cd [AC si [AC" sunt opuse.

Cu alte cuvinte, prin punctele distincte C' si C’ trec doud drepte
diferite Az si By (una care trece prin B si una care trece prin A).
Fals! Contrazice “Prin doud puncte distincte trece o singurd dreapta”.

Consecinte ale teoremei de existentd a dreptelor paralele

1) Daca doud drepte intersectate de o secantd formeaza o pe-
reche de unghiuri alterne externe congruente, atunci drep-
tele sunt paralele.

2) Daca doua drepte intersectate de o secantd formeaza o pe-
reche de unghiuri corespondente congruente, atunci drep-
tele sunt paralele.

3) Daca doua drepte intersectate de o secantd formeaza o pe-
reche de unghiuri interne si de aceeasi parte a secantei, su-
plementare, atunci dreptele sunt paralele.

4) Daca doua drepte intersectate de o secanta formeaza o pe-
reche de unghiuri externe si de aceeasi parte a secantei su-
plementare, atunci dreptele sunt paralele.

5) Doua drepte distincte perpendiculare pe o a treia sunt pa-
ralele.

" Axioma paralelelor”: "Printr-un punct dat, exterior unei drepte
date, existd o singurd paraleld la dreapta data."

Consecinte ale axiomei paralelelor:
1) Doua drepte paralele cu o a treia sunt paralele intre ele.

Intr-adevar, presupunem ca avem trei drepte distincte
dy, do, d3 cu dy || ds, respectiv dy || ds si dy Ndy = {A}.
Atunci existd punctul A ¢ ds, prin care se duc doud para-
lele distincte la d3. Contrazice axioma paralelelor. Rdimane

ca d1 H dg.
2) Dacd doud drepte sunt paralele, atunci orice dreaptd care
se intersecteazad cu una din ele se va intersecta si cu cealalta.

intr—adevér, presupunem cd avem trei drepte d;, ds, ds
cud; || dg, dsNdy = {A} sid3Ndy = ), atunci ar insemna ca
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ds || dy si prin punctul A, exterior dreptei d,, se duc doud
paralele distincte d; si ds, la ds, ce trec prin punctul A. Fals!
Contrazice axioma paralelelor.

Teorema 2.11. (Reciproca "teoremei de existentd a dreptelor
paralele") Se considerd doud drepte paralele d, si dy si 0 secanti d. Un-
ghiurile alterne interne pe care dreptele le formeazi cu secanta sunt con-
gruente doud cite doud.

DEMONSTRATIE. Se considerd dreptele d; || d,, intersectate de
secanta d, dNdy, = {A}, dNdy = {B}.

FIGURA 16. Reciproca teoremei de existentd a dreptelor paralele

Fie semidreptele (Ax si (By situate pe dreptele d;, respectiv
dy, care se afla de o parte si alta a dreptei AB.

Presupunem prin absurd m(<yBA) # m(<zAB). Rezultd ca
existd o semidreaptd (By' de aceeasi parte a dreptei AB ca semi-
dreapta (By astfel incat

<y BA = <xAB.

Conform teoremei directe, [By' || [Az. Deducem cd, prin B ¢ d;
trec doud paralele, [By' si [By, la dreapta d,. Fals! Se contrazice
"Axioma paralelelor".
Consecinte ale teoremei reciproce a dreptelor paralele
1) Dacd doud drepte paralele sunt intersectate de o a treia
dreaptd, atunci unghiurile alterne externe care se formeaza
sunt congruente doud cate doua.
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2) Dacd doud drepte paralele sunt intersectate de o a treia
dreaptd, atunci unghiurile corespondente care se formeaza
sunt congruente doud cate doua.

3) Daca doud drepte paralele sunt intersectate de o a treia
dreaptd, atunci unghiurile interne si de aceeasi parte a se-
cantei care se formeaza sunt suplementare.

4) Daca doud drepte paralele sunt intersectate de o a treia
dreaptd, atunci unghiurile externe si de aceeasi parte a se-
cantei care se formeazd sunt suplementare.

Teorema 2.12 ("Teorema paralelelor echidistante"). Dacid mai
multe drepte paralele determind pe o secanti segmente congruente, atunci
ele determind pe oricare secantd segmente congruente

d A A’

dy D P D’
/ \

FIGURA 17. Paralele echidistante

DEMONSTRATIE. Fdrd a restrange generalitatea, demonstratia
poate fi facutd doar pentru patru drepte paralele.
Daca dreptele paralele d;, dy, d3, ds determind pe secanta d
segmentete congruente [AB], [BC], [CD], unde

dinNd={A},dynd = {B},
dgﬁd: {C},d4ﬂd: {D},
atunci determind pe orice secantd segmente congruente.
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Considerdm secanta d’ care intersecteaza dreptele paralele d;,
dg, dg, d4 in A/, B/, Cl, D'

Demonstram ca [A'B’| = [B'C'] = [C"D'].

Consideram punctele M, N, P asa incat:

AM || d', M € dy, BN | d, N € d3, CP || d', P € dy4. Atunci
AM || BN || CP.

Din AM || BN si secanta d rezulta:

<BAM = <CBN.

Din d, || d3 si secanta d rezulta:

<JABM = <BCN.

Folosind si [AB]| = [B(], se obtine congruenta triunghiurilor
AABM = ANBC (U.L.U) din care rezultd [AM| = [BN].

Analog, congruenta ABCN = ACDP implica [BN| = [CP].

Asadar, am demonstrat cd [AM| = [BN| = [CP)].

Vrem sd ardtam ca [AM] = [A'B’]. Se considera triunghiurile
AAMA si AMA'B'. Considerand AA’ || M B’ si secanta M A’, re-
zultd unghiurile alterne interne congruente:

TAAM = <A'MB'.

Din AM || d’ si secanta M A’ rezultd unghiurile alterne interne
congruente:

JAMA = <MA'B'.

Asadar, conform cazului de congruentd (U.L.U),

AAMA = AMA'B" = [AM] = [A'B’]. (Altfel, aceastd con-
gruenta rezulta din faptul cda AA'B’M este paralelogram)

In mod analog, se arata ca

ABNB' = ANB'C'si ACPC' = APC'D/,

de unde se obtin congruentele:
[BN] = [B'C"), [CP] = [C'D
Astfel, [AM] = [BN] = [CP] implicd [A’'B'| = [B'C'| = [C'D'].

Cu ajutorul teoremelor de caracterizare a dreptelor paralele se
poate demonstra urmatorul rezultat.

Teorema 2.13. Suma mdasurilor unghiurilor unui triunghi este de
180°.
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B C
FIGURA 18. Suma unghiurilor unui triunghi

DEMONSTRATIE. Se construieste prin varful A al triunghiului
AABC o dreapta d paraleld cu BC. Se noteazd cu (Az, respectiv
(Ay cele doud semidrepte delimitate de punctul A pe dreapta d.
Conform teoremei (2.11)), se obtin unghiurile congruente:

<wAB = <ABC si <y AC = <ACB.

Deoarece m(<zAB) + m(<BAC) + m(<yAC) = 180°, rezultd con-
cluzia teoremei.

Observatia 2.14.

1) In triunghiul echilateral misura fiecirui unghi este de 60°.

2) Intr-un triunghi dreptunghic AABC (m(<A) = 90°), unghiu-
rile <B si <C sunt complementare si ambele sunt unghiuri as-
cutite. Unghiurile ascutite ale unui triunghi dreptunghic isoscel
au mdsura de 45°.

3) Intr-un triunghi isoscel, unghiurile de la bazii sunt ascutite.

4) Un triunghi isoscel, in care midsura unuia dintre unghiuri este
de 60°, este triunghi echilateral.

5. Linia mijlocie in triunghi

Definitia 2.15. [ntr-un triunghi, segmentul ale cirui extremitditi
sunt mijloacele a doud laturi se numegte linie mijlocie.
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B C
FIGURA 19. Linia mijlocie

Teorema 2.16. Linia mijlocie intr-un triunghi este paralelid cu cea
de-a treia laturd si are ca lungime jumdtate din lungimea acesteia.

DEMONSTRATIE. Fie triunghiul AABC, D mijlocul laturii [AB]
si F mijlocul laturii [AC].

FIGURA 20. Linia mijlocie

Alegem pe semidreapta [DE un punct F, astfel incat £ se afld
intre D si F'si [EF] = [DE].

Triunghiurile AADE si AECF sunt congruente, caz de con-
gruentd (L.U.L) ((AE] = [EC|, <AED = <FEC, [ED] = [EF]) si
rezultd: [F'C] = [AD] si <DAFE = <ECF. Congruenta unghiurilor
implicd AD || FC.

Deoarece [DB] = [FC], <BDC = <DCF (AD || FC, DC se-
cantd), [DC| comund, rezulta congruenta ADBC = ADCF'. Din
aceastd congruentd se obtine <DCB = <CDF, ceea ce implicd
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BC' || DF. Tot din congruenta ultimelor triunghiuri rezultd si re-
1 1
latia [BC] = [DF] = DE = ;DF = - BC.

Observatia 2.17. Daci in triunghiul AABC' se considerd D mij-
locul laturii [AB] si DE || BC, E € [AC], atunci E este mijlocul laturii
[AC.

Intr-adevir, daca presupunem prin absurd cd E nu este mij-
locul laturii [AC], atunci fie acesta F'. Rezultd cd [DF] este linie
mijlocie, deci DF' || BC. Dar si DE || BC. Fals! Rdimane ca £ = F.

6. Proprietiti ale dreptelor importante in triunghi

Se considera triunghiul oarecare AABC.
Mediatoarea unui segment are urmatoarea proprietate:

Teorema 2.18. Un punct M se giseste pe mediatoarea unui seg-
ment [AB] daci si numai dacd distantele de la el la capetele segmentului
sunt egale, adici [M A] = [M B].

M

A D B
FIGURA 21. Proprietate a punctelor mediatoarei

DEMONSTRATIE. Se considerd D mijlocul segmentului [AB] si
se alege un punct M pe mediatoarea segmentului. Deoarece medi-
atoarea este perpendiculard pe segment in punctul D, triunghiurile
formate, AMAD si AMDB sunt dreptunghice. Cele doua triun-
ghiuri au [AD] = [DB] si [M D] laturd comund. Conform cazului
de congruenta (C.C), cele doud triunghiuri sunt congruente. Din
congruenta lor rezultd [M A] = [M B].

Reciproc, se considerd D mijlocul segmentului [AB]si M # D,
M ¢ [AB], cu proprietatea cd [MA|] = [M B]. Se formeaza triun-
ghiurile AM AD si AM DB. Cele doud triunghiuri au [AD] = [DB],
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[MA] = [MB], [MD] comund. Conform cazului de congruenta
(L.L.L), cele doua triunghiuri sunt congruente si din congruenta
rezultd <ADM = <M DB. Cum, in plus, aceste unghiuri sunt su-
plementare (suma masurilor lor este de 180°) rezulta cd ele sunt
drepte. Asadar, dreapta M D este perpendiculard pe segmentul
[AB] in mijlocul acestuia, deci este mediatoarea segmentului.

Observatia 2.19. Se mai spune cid mediatoarea unui segment este
locul geometric al punctelor din plan egal depdrtate de capetele segmen-
tului.

Teorema 2.20. Mediatoarele laturilor unui triunghi sunt concu-
rente.

B m C

a
FIGURA 22. Intersectia mediatoarelor

DEMONSTRATIE. Se considerd triunghiul AABC. Se noteazd cu
ma, My, M. mediatoarele corespunzatoare laturilor [BC], [AC], res-
pectiv [AB].

Vom demonstra pentru inceput cd oricare doud mediatoare
sunt concurente. Sd alegem, de exemplu, mediatoarele m,, si m.

Presupunem prin absurd ca m, Nmy, = 0 = m, || my.

Deoarece m, L BC sim, || my, rezultd m, L BC. In plus, de-
oarece m;, este mediatoarea segmentului [AC], m;, L AC. Conform
relatiilor m;, L BC sim;, L AC ar Insemna ca prin punctul C' sd se
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construiascd doua perpendiculare distincte pe m;. FALS. Asadar,
Mg MYy 7& @

Rdmane de demonstrat ca m, Nm, N m,. # (. Fie D punctul de
intersectie al mediatoarelor m, si my.

[DC]
[DA]

Dem, = [DB]
Dem, = [DC]

};» [DB] = [DA] = D € m,.

Conform teoremei cele trei mediatoare sunt concurente.

Observatia 2.21. Punctul de concurentd al mediatoarelor este cen-
trul cercului circumscris triunghiului (a se vedea in capitolul Cerc).
Este un punct interior triunghiului dacd triunghiul este ascutit unghic,
este un punct situat pe cea mai mare dintre laturile lui dacd triunghiul
este dreptunghic si exterior triunghiului dacd este un triunghi obtuzun-
ghic.

Un alt loc geometric este bisectoarea unui unghi. In continu-
are, vor fi demonstrate doua teoreme de caracterizare a bisectoarei
unui unghi.

Teorema 2.22. Se considerd in plan un unghi propriu <ABC' si
[BO o semidreapti interioard unghiului. Atunci [BO este bisectoarea
unghiului dacd si numai dacd orice punct al semidreptei este egal depdrtat
de laturile unghiului.

DEMONSTRATIE. Dacd [BO este bisectoarea unghiului <ABC,
atunci <ABO = «OBC.

A
D
\\\ M 0
B\
E
C

FIGURA 23. Proprietate a punctelor bisectoarei
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Se considerd un punct oarecare )M pe bisectoarea unghiului
<ABC si din el se construiesc perpendicularele [M D] si [M E] pe
laturile unghiului, D € [BA, E € [BC.

Se obtin doud triunghiuri dreptunghice, AMDB si AMEB.
Aceste doud triunghiuri au latura [BM | comund si <ABO = <OBC.
Conform cazului de congruentd (I.U), cele doud triunghiuri sunt
congruente.

Din aceastd congruentd rezulta

[DM] = [ME).

Reciproc, dacd se considerd semidreapta [BO interioard un-
ghiului <ABC si un punct M pe aceasta semidreaptd, se constru-
iesc perpendicularele [M D] si [M E] din M pe laturile unghiului.
Din ipotezd, se stie cd [DM] = [ME]. Cele doud triunghiuri for-
mate, AMDDB si AMEB sunt triunghiuri dreptunghice, congru-
ente conform cazului (C.I) ((BM] comund, [DM] = [M E)).

Din congruenta triunghiurilor, rezultd congruenta unghiuri-
lor <DBM = <M BE, adicad [BM este bisectoare.

Teorema 2.23. [ntr-un triunghi, bisectoarele sunt drepte concu-
rente.

A

AN

B D C
FIGURA 24. Intersectia bisectoarelor
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DEMONSTRATIE. Se considerd triunghiul AABC si bisectoarele
[AD](D € BC) si [BE|(E € AC) ale unghiurilor <BAC si <ABC,
respectiv. Cele doud bisectoare se intersecteaza in punctul O. Deo-
arece O este punct al bisectoarei [AD], rezultd cd distantele de la el
la laturile unghiului sunt egale,

d(0, AB) = d(0, AC).
Analog, cum O se afld si pe bisectoarea [BE],
d(0, AB) = d(0, BO).

Asadar, d(O, BC) = d(O,AB) = d(0O, AC), adica O apartine si bi-
sectoarei unghiului <ACB.

Observatia 2.24. Punctul de intersectie al bisectoarelor interioare
ale unghiurilor unui triunghi este centrul cercului inscris in triunghi
si este un punct interior triunghiului.

Definitia 2.25. Unghiul care este adiacent si suplementar cu un
unghi al unui triunghi se numeste unghi exterior acelui triunghi.

unghi
exterior

exterior
FIGURA 25. Unghi exterior

Exemplul 2.26. Se consideri triunghiul AABC. In varful C al
triunghiului, avem, de exemplu, unghiul exterior <ACD, unde D &€
BC, C se afli intre B si D.
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B C D
FIGURA 26. Exemplu de unghi exterior

Definitia 2.27. Bisectoarea unui unghi exterior al unui triunghi se
numegste bisectoare exterioard a triunghiului corespunzitoare unghiu-
lui respectiv.

Propozitia 2.28. in triunghiul AABC, bisectoarea interioard a
unghiului <ABC si bisectoarea exterioard a unghiului <ABD sunt per-
pendiculare.

DEMONSTRATIE. Fie [BE|, E € [AC], bisectoarea unghiului
<ABC, respectiv [BF este bisectoarea unghiului <ABD, D € BC,
B intre D si C. Atunci,

180° = m(<«DBA) + m(<ABC) =
=2m(<F'BA) 4+ 2m(<ABE).

Rezultda m(<FBE) = 90°.
A

)

D B C
FIGURA 27. Perpendicularitatea bisectoarelor
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Un triunghi are trei mediane, concurente in acelasi punct nu-
mit centrul de greutate al triunghiului. Centrul de greutate este un

punct interior triunghiului.
A

B A C
FIGURA 28. Centrul de greutate

Propozitia 2.29. [ntr-un triunghi medianele sunt concurente. Seg-
mentele determinate de centrul de greutate si mijlocul fiecdrei laturi a
triunghiului au lungimea egali cu o treime din lungimea medianei.

DEMONSTRATIE. Fie {G} = AA'N BB'.
A

B A C
FIGURA 29. Concurenta medianelor
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Deoarece punctele A’ si B’ sunt mijloacele laturilor [BC] si
[AC], [A'B'] este linie mijlocie in triunghiul AABC, deci

1
(1) A'B'| AB,A'B' = AB.

Se considerd E si F' mijloacele segmentelor [GB] si [GA], res-
pectiv. In triunghiul AAGB, [EF] este linie mijlocie, deci

1
) EF || AB,EF = S AB.

Folosind paralelismul dreptelor din relatiile (1) i (2), rezulta

3 FFG =<GA'B
®) <FEG=<GB'A

Din (1), @), (@) rezultd cd AGA'B’ = AGFFE (cazul de congruentd
U.LU).
Din congruenta triunghiurilor se obtine:

(GA) = [GF),[GE] = [GB]

si
GA = %AA’, GB' = %BB’.

Presupunem cd {G'} = CC"N AA’. Cu un rationament analog,
se demonstreaza ca:

G'A = 1AA’ G'C = 1(JC’
370 37
Deoarece GA' = $AA' si G’A' = $AA', rezultd ca G si G’ coin-
cid.

Un triunghi are trei indltimi, concurente in acelasi punct nu-
mit ortocentrul triunghiului.

Propozitia 2.30. Se consideri triunghiul AABC si cele trei inil-
timi AE, BF, CP, unde punctele E € BC, F € AC, P € AB. Atunci
dreptele AE, BF, C'P sunt concurente.
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q A By

A

FIGURA 30. Intersectia indltimilor

DEMONSTRATIE. Prin varfurile triunghiului se construiesc pa-
ralele la laturile acestuia. Paralela prin A la BC' se intersecteaza cu
paralela prin C'la AB in punctul B, si cu paralela prin B la AC in
punctul C). Paralela prin B la AC se intersecteaza cu paralela prin
C'la AB in punctul A;.

Paralelele C,B; si BC' taiate de secanta AB formeaza doua
perechi de unghiuri alterne interne congruente <C1 AB = <ABC'si
<C1BA = <BAC. Rezultd cd AABC = AAC B (caz de congruentd
U.L.U). Din congruenta triunghiurilor se obtine [AC,| = [BC.

Paralelele ' B; si BC taiate de secanta AC formeaza alte doua
perechi de unghiuri alterne interne congruente <B,AC = <ACB
si <B1CA = <BAC. Rezultd AABC = AAC DB, (caz de congruenta
U.L.U). Din congruenta triunghiurilor se obtine [AB;] = [BC.

Din [AC,| = [BC] si [AB;] = [BC] rezultd ca punctul A este
mijlocul segmentului [B,C}].

In mod analog se demonstreaza ca B este mijlocul segmentu-
lui [C} A;] iar C este mijlocul segmentului [4, B;].

Deoarece AE 1 BC, BC' || B1(C}, se obtine perpendicularita-
tea dreptelor AE | B;C;. Cum A este in plus si mijlocul segmen-
tului [B;C}], rezultd cd AE este mediatoarea segmentului [C} B;].
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Analog, se demonstreaza ca BF este mediatoarea segmentu-
lui [A;C4] si CP este mediatoarea segmentului [A;B;]. Deoarece
mediatoarele intr-un triunghi sunt concurente, in acest caz fiind
vorba de triunghiul
AA; B,(Y, se obtine concurenta inaltimilor AE, BF, C'P ale triun-
ghiului AABC.

Observatia 2.31. Ortocentrul este un punct interior triunghiului
dacd triunghiul este ascutitunghic, coincide chiar cu varful unghiului
drept dacd este un triunghi dreptunghic si este un punct exterior triun-
ghiului dacd este un triunghi obtuzunghic.

7. Asemadnarea triunghiurilor

Cand vom vorbi de segmente proportionale vom intelege pro-
portionalitatea lungimilor lor, iar cdnd vom vorbi de raportul a
doud segmente vom iIntelege raportul lungimilor lor.

Teorema 2.32 (Thales). Se considerdi AABC si punctele D € AB
si I € AC, distincte si diferite de A. Punctele D si E se aleg astfel incit
si se afle amdndoud fie pe laturile unghiului <BAC, fie pe prelungirile
acestora. Atunci

AD AFE
@) A8~ aC

dacd si numai daci DE||BC.

Observatia 2.33. Folosind proprietitile rapoartelor proportionale,
egalitatea (4) se poate scrie echivalent:

AD AE . AB AC
DB EC DB EC’
43
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C B C
FIGURA 31. Thales

DEMONSTRATIE. Caz1: D € (AB), E € (AC).
7 :> 7

AD
la) Se considerda — = %, unde a, b € N*.
AD  AB
Rezulta: — = - = = k, k > 0. Atunci, lungimile AD si

AB se pot expr1ma prin AD = ka si AB = kb. Se considerd
pe segmentul (AB), b puncte distincte notate B;, Vi = 1,b,
cu proprietatea:

ABl :kJ,ABQZQk,...,ABb_l = (b—]_)k?§lB:Bb

Deoarece AD = ka, rezulta ca punctul D coincide cu punc-
tul B, iara < b.

Se construiesc prin punctele B;, Vi = 1,b — 1, paralele la
latura [BC] care vor intersecta segmentul (AC) in punctele
C;,Vi=1,b— 1. Deoarece D = B,, rezultda £ = C,,.

Conform Teoremei (2.12),

[ACl] = [0102} = [0203] = - [Ob_lC'].
Deoarece AE = aAC,, AC = bAC}, se obtine jg %,
adics AE AD
“UAC T AB
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FIGURA 32. Thales-caz (1a)

o AD , L AE
1b) Se considerd ag - ™ ¢ Q si presupunem ca 10 = e

m # n.

Deoarece £ € (AC), AE < AC = n < 1.Cumm # n,

AF

existd un punct F' € (AC), F diferit de E, astfel incat a1c =
m.

Distingem doua situatii pentru valorile diferite m si n:

i) m<n= AF < AFE.

Existd un numar natural p, nenul, astfel incat inegali-

AC
tatea AC < pF'FE este adevarata. Notam k = —.

p
Se imparte segmentul (AC') in p segmente de lungime

k, alegand punctele N;, i = 1,n — 1 pe (AC'), cu propri-
etatea:

AN1 = l{i, AN2 = 2k’, ey ANp_l = (p — 1)l€, AO = pl{?
Deoarece lungimea segmentului [F'E] este mai mare
decat k, atunci exista cel putin un punct N; € (FE).

AN, AF j
AN, = jk > AF I = .
=gk > :AC>AC:p>m
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(6)

7)

B=M C=N

FIGURA 33. Thales-caz (1b)

Se construieste o paraleld la BC, prin punctul N, care
intersecteaza AB in punctul M;. Conform cazului (1a),
se obtine

AM; AN, i
AB _ AC _p~ ™

Cum M;N; || DE si F' € (AN;), rezulta: AM; < AD,
ceea ce este echivalent cu:

AM; _AD
AB T AB

m.
Din ecuatiile (6) si (7), se obtine

J

AB

m < < m.

FALS. Cazul m < n nu se poate.

ii) m>n= E € (AF).
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FIGURA 34. Thales-caz (1b)

Analog cazului (i), existd un numadr natural ¢, nenul,
astfel incat AC < ¢E'F si punctele N;, i = 1,q — 1, care
impart segmentul (AC) in ¢ segmente congruente de
lungime egald cu k, AC' = kq.

Deoarece k < EF, existd N; € (EF), AN; = ik < AF.

Se obtine
AN, AF
®) AC “Ac ™
Construim N;M; || BC, M; € (AB) si rezulta
AM; AN,
©) AB ~ Ac =™
iar din paralelismul dreptelor M;N; || DE, rezultd
AM; > AD si
AM; AD

Din relatiile (8) si (9) se obtine contradictia m < m.
Asadar, singura posibilitate este m = n.
7 <7 Presupunem prin absurd cd DE }f BC. Atunci existd un
punct F' € (AC), F # E'si DF || BC. Rezultd din implicatia directad
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a teoremei

AD AF
AB  AC’
Folosind ipoteza D _AE e obtine:
poteza, 1 = v Se opbtine:
AF AF

Caz 2: B € (AD)si C € (AE). Se aplica rationamentul de la
Cazul 1, triunghiului AADE cu dreapta BC.

Caz 3: A € (DB)si A € (EC). Se aleg punctele M si N
pe segmentele (AB), respectiv (AC), astfel incat [AM| = [AD] si
[AN] = [AE]. Se obtin triunghiurile congruente AAMN = AAED
(L.U.L). Din congruentd rezultd < DA = <AMN = ED || M N.

Se aplica rationamentul folosit in Cazul 1, triunghiului AABC
si dreptei M N.

7.1. Asemadnarea

Definitia 2.34. Fie A, B, C' trei puncte necoliniare si A', B', C'
alte trei puncte necoliniare. Spunem ci triunghiurile AABC si AA'B'C’
sunt asemenea si notdim

AABC ~ AA'B'C’

daci
<A =<A;<B =<«B<C =<’

si
A/B/ B B/o/ B CIA/
AB  BC  AC

Teorema 2.35 ("Teorema fundamentald a asemdnarii"). O pa-
ralelid la una din laturile unui triunghi formeazd cu celelalte laturi un alt
triunghi care are toate unghiurile respectiv congruente si toate laturile
respectiv proportionale cu ale celui initial.
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B C
FIGURA 35. Teorema asemadanarii

DEMONSTRATIE. Fie PQ || BC, P € AB, Q € AC.

Se disting trei cazuri:

Caz1: P € (AB),Q € (AC);

Caz2: B € (AP), C € (AQ);

Caz3: A€ (BP), A€ (CQ).

Vom demonstra primul caz. Celelalte vor rezulta din cazurile
Teoremei lui Thales.

Deoarece P() || BC, rezulta congruenta unghiurilor, ca un-
ghiuri corespondente, <(APQ) = <(ABC) si <(AQP) = <(ACB).
In plus, <A = <A.

Folosind Teorema lui Thales, se obtine AP = &

Se construieste QD || AB, D € [B(] si rezultd, aplicand din

: BD Q
nou Teorema lui Thales: — = —

Triunghiurile APBD si APD( sunt congruente conform ca-
zului (U.L.U)

<BPD = <PD( (unghiuri alterne interne)
latura [PD] comund
<PDB = <DPQ

Rezulta PQ) = BD.

AP AQ  PQ

AB  AC  BC"
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Din congruenta unghiurilor si egalitatea rapoartelor intre la-
turi, conform definitiei triunghiurilor asemenea, rezulta

AAPQ ~ AABC

7.2. Cazuri de aseminare

Se considerd triunghiurile AABC si AA’B'C’. Cele doud tri-
unghiuri sunt asemenea daca are loc unul dintre cazurile de mai
jos:

Caz 1. un unghi congruent si laturile ce-1 formeaza proportionale

A'B C'A
"AB  AC

<A =<A

Caz 2. doud unghiuri congruente
<A = <A, <B = <B;
Caz 3. cele trei laturi proportionale
A'B" B'C" C'A
AB ~ BC ~ ACT

Observatia 2.36. Cele trei cazuri de asemdnare, mentionate ante-
rior, reprezintd consecinte ale Teoremei fundamentale a asemanadrii si
reprezintd conditii necesare si suficiente ca doud triunghiuri si fie aseme-
nea.

Intr-adevir: se considerd doud triunghiuri AABC si AA'B'C’,
AB > A'B'sisealege P € (AB), astfel incit [AP] = [A'B’].

Se construieste paralela prin punctul P la dreapta BC' care va in-
tersecta AC' in punctul Q) (PQ || BC).

Conform Teoremei (2.35),

AP AQ  PQ
AB ~ AC ~ BC"

(11) AAPQ ~ AABC =
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B C
FIGURA 36. Cazuri de asemdnare

— B , A'B' B C'A’
Caz 1: Se§tze.ca. <A =<4, 1B = AC
Din:
AP AQ )
E = E( COnfOi’m (m))
[AP] = [A'B/| = [AQ] = [A'C'].
A/B/ B C/A/
AB  AC ),
Deoarece:

[AQ) = [A'C] § LY AAPQ = AA'BC.

A= <A UL
[AP] ; [A'B'] }

Din asemdnarea triunghiurilor AAPQ ~ AABC si congru-
enta AAPQ = AA'B'C', rezulti asemdnarea triunghiurilor
AABC ~ AA'B'C'.
Caz 2: Se cunosc urmitoarele congruente:
A =<A, 4B =<«
Considerdnd paralelismul PQ || BC si secanta AB, rezultd

SAPQ = <ABC.
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Caz 3:

Deoarece:

<A = <A’
JAPQ=<B=<B %2 AAPQ = AA'BC.
[AP] = [A'B]

Din asemdnarea triunghiurilor AAPQ ~ AABC si congru-
enta AAPQ = AA'B'C', rezulti asemdnarea triunghiurilor
AABC ~ AA'B'C".
Se cunosc urmdtoarele egalititi de rapoarte:

A'B" BC A

AB ~ BC = AC’ ,

Folosind relatiile cunoscute, se obtin urmiditoarele congru-
ente:

AP AQ )
AB ~ AC

[AP| = [A'B] } = [AQ] = [A'C"].

A'B AC
AB  AC )
AP PQ )
AB  BC

[AP] = [A'B] » = [PQ] = [B'C].

A'B BC
AB ~ AC )
Deoarece:
[AP] = [A'B]
[AQ] = [A'C'] } LLL AAPQ = AA'B'C.
[PQ] = [C'B]

Asemdnarea triunghiurilor AAPQ ~ AABC si congruenta
AAPQ = AA'B'C’, implicid aseminarea triunghiurilor
AABC ~ AA'B'C'".
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8. Relatii metrice in triunghi

Definitia 2.37. Se numeste perimetrul triunghiului AABC si se
noteazi cu Paapc sau Papc, suma lungimilor laturilor triunghiului

Paasc = AB + BC + AC

Definitia 2.38. Prin aria unui triunghi infelegem jumitate din
produsul dintre lungimea unei laturi a triunghiului si lungimea inaltimii
corespunzdtoare acelei laturi.

Justificarea formulei de calcul pentru aria triunghiului se ga-
seste in Capitolul 3, Subcapitolul Poligoane.

Dacd se alege AABC si se construieste indltimea AD, D € BC,
atunci notatia uzuala pentru aria triunghiului este

AD - BC

Aaapc = 5

Se mai foloseste pentru arie si simbolul A4pc.

Cu ajutorul asemdnadrii a doud triunghiuri se poate demonstra
cd aria unui triunghi nu depinde de alegerea inaltimii si a laturii
corespunzdtoare acesteia.

Teorema 2.39. [ntr-un triunghi, produsul dintre lungimea unei
laturi si lungimea indltimii corespunzitoare ei este acelasi pentru toate
cele trei laturi.

DEMONSTRATIE. Se construiesc inaltimile AD 1 BC, BELAC,
D € BC, E € AC. Atunci, din asemanarea AACD ~ ABCEFE (un-
. o . AC AD
ghiul <C comun, <BEC = <ADC), rezultd 5C - BE
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B D C
FIGURA 37. Proprietate a ariei unui triunghi

Teorema 2.40. Se considerd triunghiul AABC. Daci D € [BC|,
atunci

Apaapc = Aaasp + Aaacp.
A

B H D C
FIGURA 38. Descompunerea ariei unui triunghi

DEMONSTRATIE. Se considerda AH | BC,H € BC.
Apape = YAH-BC = LAH - (BD+DC) = LAH -BD+1AH -
DC = Apapp + Aaacp.

Teorema 2.41 (Teorema catetei). Fie triunghiul AABC'. Se con-
struieste AD L BC, D € [BC|. Atunci, mdsura unghiului A este de
90° dacd si numai dacd

AB? = BD - BC
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sau
AC? = DC - BC

DEMONSTRATIE. Se foloseste, in functie de relatia pe care do-
rim sd o demonstram, ori asemanarea dintre triunghiurile AABC

si ADBA, ori dintre AABC si ADAC.
"=" Presupunem cd m(<tA) = 90° si demonstram
AB* = BD - BC.
B

A C
FIGURA 39. Teorema catetei

Deoarece triunghiurile AABD (m(<ADB) = 90°) si AABC
(m(<CAB) = 90°) sunt dreptunghice si unghiul <B este comun,

rezultd ca sunt asemenea triunghiurile ADBA ~ AABC. Din ase-

AB BD
AB? = BD - BC.
manare se obtine: 5 C’ 15 adica C

<" Presupunem cunoscuta relatia AB? = BD - BC' si demon-
stram ca m(<A) = 90°.
AB  BD

2 a0
Relatia AB* = BD - BC se mai scrie si sub forma BC 1B

Luéand in considerare si unghiul <5 ca unghi comun in AABD
si AABC, rezultd ADBA ~ AABC. Asemdnarea implicd congru-
enta unghiurilor care se corespund in cele doua triunghiuri, adica
<BDA = <BAC. Asadar, se obtine m(<BAC) = 90°.

Echivalenta AC? = DC - BC < m(<BAC) = 90°, se de-
monstreaza analog, folosind asemanarea triunghiurilor AABC' si
ADAC.

Teorema 2.42 (Pitagora). [ntr-un triunghi dreptunghic AABC
(m(<BAC) = 90°) in care lungimile catetelor [AB], respectiv [AC| sunt
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a, respectiv b, iar lungimea ipotenuzei [ BC') este ¢, are loc relatia:
& =a®+ V.
DEMONSTRATIE. In AABC se construieste indltimea AD 1 BC,
D € BC. Se aplicd Teorema pentru ambele catete AB si AC:
AB* + AC* = BD - BC + DC - BC = (BD + DC)BC = BC*

Geometric, teorema lui Pitagora spune cé aria patratului con-
struit pe ipotenuza este egald cu suma ariilor patratelor construite
pe cele doua catete ale triunghiului.

FIGURA 40. Teorema lui Pitagora

Teorema 2.43 (Teorema lui Pitagora generalizatd). Dacd triun-
ghiul AABC este un triunghi oarecare, atunci

BC? = AC? + AB2 — 2AB - AC - cos(<(A)

Se tine cont de: cosinusul unui unghi obtuz este egal cu cosi-
nusul suplementului, cu semn schimbat.
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DEMONSTRATIE. Demonstratia se va face tinand cont de ma-
sura unghiului <A al triunghiului.

Caz 1: m(<A) < 90°.
B

[

A D C
FIGURA 41. Teorema lui Pitagora generalizatd (Caz 1)

Se construieste indltimea din B pe [AC|, notatd [BD],

D e [AC].
in AABD avem:
BD = AB - sin(<A),
(12) AD = AB - cos(<A),

DC = AC — AD = AC — AB - cos(<A).

In ABDC, tinand seama de ecuatiile , se aplicd Teo-
rema (2.42):
BC? = BD?+ DC? =
= AB?-sin*(qA) + AC*+
AB? - cos?(<A) — 2AB - AC - cos(<A)
Rezultd: BC? = AB? + AC? —2AB - AC - cos(<A).
Caz 2: m(<tA4) > 90°.

Se construieste indltimea din C' pe AB, notatd [CD], D ¢
[AB.

In AADC(m(<ADC) = 90°),

AD = AC - cos(«CAD),
CD = AC - sin(<CAD).
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[ 1

D A B
FIGURA 42. Teorema lui Pitagora generalizata (Caz 2)

In ACDB(m(<CDB) = 90°), se folosesc ecuatiile
si se aplica Teorema (2.42):
BC?=CD?*+ DB =
= AC? - sin*(<CAD) + (DA + AB)* =
= AC? - sin*(«CAD) + AB*+
+2AB - AC - cos(<CAD) + AC? - cos*(«CAD) =
= AC? + AB® + 2AB - AC - cos(<CAD) =
= AC? + AB? — 2AB - AC - cos(<A).

Teorema 2.44 (O alta formulare a teoremei lui Pitagora gene-
ralizatd). Fie triunghiul AABC un triunghi oarecare. Se construieste
BD 1 AC, D € AC. Daca:

o unghiul A este ascutitunghic, atunci
BC? = AC* + AB? — 2AC - AD,

unde AD = AB - cos(<A)
o unghiul A este obtuzunghic, atunci

BC? = AC? + AB* +2AB - AD,

unde AD = —AC' - cos(<(A)
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Teorema 2.45 (Reciproca Teoremei lui Pitagora). Se consideri
triunghiul AABC' in care este adevdrati egalitatea:

BC? = AB? + AC?.

Atunci, m(<BAC) = 90°.

B B
[ H
C A D A D C

FIGURA 43. Reciproca teoremei Pitagora

DEMONSTRATIE. Se construieste BD 1 AC, D € AC. Presupu-
nem prin absurd cd m(<BAC) # 90°. Atunci punctele A si D sunt
diferite si m(<<BAC) < 90° sau m(<BAC) > 90°. Aplicand Teo-
rema si tindnd cont si de ipotezd, rezulta AC' - AD = 0 sau
AB - AD = 0. In ambele cazuri, AB si AC sunt constante. Asadar,

rezultd AD = 0, adica punctele A si D coincid. Fals. Ramane ca
m(<BAC) = 90°.

Teorema 2.46 (Teorema bisectoarei interioare). Fie triunghiul

AABC si D un punct pe segmentul (BC'). Atunci (AD este bisectoarea
DB AB

) .. i < BA _y gy DB _ 4B
interioard a unghiului <BAC, dacd si numai dacd 0 = AC

DEMONSTRATIE. Se construieste BM || AD, M € AC.
"="Se stie cd (AD este bisectoarea interioard a unghiului <BAC.
In ABC M se aplics Teorema (2.32) si rezulta:

DC  AC
DB  AM’
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B D C
FIGURA 44. Teorema bisectoarei

Folosind BM || AD si secantele AC si AB, respectiv se obtin
unghiurile congruente: <CAD = <CM B, <DAB = <ABM.

Deoarece <CAD = <DAB, ca unghiuri formate de bisectoa-
rea (AD, se obtine <ABM = <AMB, adica ABAM este isoscel
([AM] = [AB]). Rezulta:

DC  AC
DB AB’

"<"In AABC, D € (BC) se stie relatia: g—g = j—g

Se aplicd Teorema in ABC' M si se obtine:
DB AM
DC ~ AC”

Folosind si relatia din ipoteza: bb = A—B, deducem congruenta:
DC AC

[AM] = [AB], adica A AM B este isoscel.

Considerand dreptele paralele BAM || AD si secantele AC' si
AB, respectiv se obtin unghiurile congruente: <CAD = <CM B;
<DAB = <ABM. Asadar, <BAD = <DAC.

Teorema 2.47 (Teorema bisectoarei exterioare). Se considerd tri-
unghiul AABC, AB # AC, E € BC. Atunci (AE este bisectoarea
EB AB

joari hiului <BAC daci si | dacd — = —..
exterioard a unghiului <BAC dacd si numai dacd 70~ AC
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E B C
FIGURA 45. Teorema bisectoarei exterioare

DEMONSTRATIE. Se construieste BN || AE, N € AC.
"="Se considerd (AE bisectoarea exterioarad a unghiului <BAC'
In triunghiul AACE aplicam Teorema (2.32):

EB AN
EC — ACT

Considerand BN || AFE si secantele AB si AC, respectiv re-
zultd: <EFAB = <ABN,<BNA = a<EAM.

Folosind in plus si ipoteza: <M AE = <IAB, se obtine con-
gruenta unghiurilor <TABN = <AN B. Rezultd ca triunghiul AABN
EB AB
A EC  AC’

"<" In triunghiul AABC, E € BC, este adevaratd relatia:
EB AB
EC ~ AC ,

Se aplicd Teorema (2.32) in AAEC si rezulta:

este isoscel ([AB] = [AN]), ceea ce implica

EB AN
EC  AC’
EB AB

Din aceastd egalitate si din c = Ac rezultd [AB] = [AN], adica
triunghiul ABAN este isoscel. Se foloseste congruenta unghiuri-
lor: <MAE = <ANDB (unghiuri formate de secanta M C care in-
tersecteazd paralelele BN || AFE) si <FAB = <ABN (unghiuri
formate de secanta AD care intersecteaza paralelele BN si AE), se
tine seama de <ABN = <AN B si rezultd concluzia.
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Teorema 2.48 (Teorema lui Stewart). Se considerd triunghiul
AABC si M € [BC|. Atunci are loc relatia lui Stewart:

AM? . BC = AB?>- MC + AC?* - MB— BC - BM - MC
A

B M C
FIGURA 46. Teorema Stewart

DEMONSTRATIE. Se scrie teorema lui Pitagora generalizatd in
triunghiurile AABM si AABC:

AM? = BM? 4+ BA? —2AB - BM - cos(<(B)
AC? = BC? + AB* — 2AB - BC - cos(<B)

Prima relatie se inmulteste cu BC, a doua cu BM si se scad rezul-
tand:

AM? - BC = BM*- BC + AB*- BC + AC® - BM—
—BC?-BM — AB*- BM
sau
AM? .- BC = AC? - BM + AB*- MC — BC - BM - (BC — BM).
AM? - BC = AC*- BM + AB*- MC — BC - BM - MC.
Un caz particular al Teoremei lui Stewart este Teorema medianei.

Teorema 2.49 (Teorema medianei). Dacid M este mijlocul latu-
rii [BC| a triunghiului AABC, atunci lungimea medianei [AM] se ex-
primd, in functie de lungimile laturilor triunghiului, astfel :

AB?+ AC* BC*?
N 2 4
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Teorema 2.50 (Teorema indltimii). Se considerd triunghiul AABC.
Se construieste AD 1 BC, D € [BC|. Mdsura unghiului <A este de
90°, dacd si numai dacd

AD?* = BD - DC.
B B
D D

A C A C
FIGURA 47. Teorema inéltimii

DEMONSTRATIE. "=" Presupunem cd mdsura unghiului este:
m(<BAC) = 90°.
In triunghiurile dreptunghice AADC, AADB si AABC, sta-
bilim urmadtoarele congruente intre unghiuri:

AABC

m(<ABC) 2 90° — m(<BCA) “2°

m(<DAC),

m(<BAD) “2P 90° — m(<ABD)

care justificd asemdnarea AADB ~ ACDA.
Rezultd

A20C 1 (<ACB),

AD  DC
BD ~ AD
sau AD* = BD - DC.
"<" In triunghiul AABC se construieste AD 1 BC si se stie

AD DC

19° 2 _ . _—

relatia: Alle— BIZ)CI’DC & 5D~ AD
Din 5D — ap § <(ADB) = <(ADC) rezulta asemanarea

triunghiurilor AABD ~ ACAD. De aici se obtin urmdtoarele con-
gruente de unghiuri:

<ABD = <CAD
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si
<BAD = <ACD

care, impreund cu relatia:
m(<CABD) + m(<ACB) + m(<DAC) + m(<BAD) = 180°,
conduc la concluzia: m(<BAD) + m(<DAC) = 90°.

Teorema 2.51 (Teorema lui Menelaus). Fie triunghiul AABC si
punctele A" € BC, B' € AC, C" € AB. Presupunem ci doud dintre
aceste puncte sunt situate pe doud laturi ale triunghiului iar al treilea
pe prelungirea unei laturi sau cd toate punctele se aflid pe prelungirile
laturilor triunghiului.

Atunci punctele A', B', C' sunt coliniare dacd si numai dacd are loc
relatia:

A'B B'C (C'A
AC BA C'B
DEMONSTRATIE. ” = ” Se presupune cd punctele A, B', '
sunt coliniare.

FIGURA 48. Teorema Menelaus

Se construiesc, din punctele A, B, respectiv C, perpendicula-
rele AA,, BB, respectiv C'C'j, pe dreapta A'C".

Folosind Teorema pentru dreptele paralelele AA, || BB ||
CC}, se obtin urmadtoarele triunghiuri asemenea:

AA'BB; ~ AA'CC,, AB'CC, ~ AB'AA,,

AC'AA; ~ AC'BB;.
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Din asemdnare triunghiurilor se scriu urmatoarele perechi de ra-
poarte egale:

A'B BB, B'C CCy C'A  AA

AC  CC,'B'A AAC'B BBy

Inmultind aceste rapoarte se obtine:

A'B B'C C'A BB, CCy AA;
AC B'A C'B CC, AA, BB;

bM

«< 7 In triunghiul AABC este adevirati relatia:

A'B B'C (C'A

: : =1.
AC B'A C'B

Presupunem cd punctele A, B’, C' nu sunt coliniare ceea ce in-
seamnd cd A’'B’ intersecteaza [AB] intr-un punct C”. Folosind im-
plicatia directd a teoremei lui Menelaus pentru punctele A’, B, C"”,
rezulta:

A'B B'C AC”

AC B'A C"B

Ultima egalitate obtinuta si relatia din enunt,

A'B B'C (C'A B
A'C B'A C'B 7
implica ACT A Deoarece un punct imparte un segment in
i = .
MPI ovp T OB P P &

mod unic intr-un raport dat, rezultd ¢’ = C”, adica A’, B', C" coli-
niare.

Teorema 2.52 (Teorema lui Ceva). Fie triunghiul AABC' si punc-
tele A € BC, B' € AC, (' € AB.
Dreptele AA', BB', CC" sunt concurente dacd si numai daci

AB B'C (C'A

AC BA CB
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B A’ C
FIGURA 49. Teorema Ceva

DEMONSTRATIE. ” = " Presupunem cd dreptele AA’, BB', CC’
sunt concurente in P.

Scriem teorema lui Menelaus in triunghiurile: AAA'C' cu se-
canta BB’ si obtinem

A'B B'C PA
(14 BC B'A PA
si AABA’ cu secanta C'C’ si obtinem

AC C'B PA
(15) BC CA AP

Inmultim cu inversata si rezultd concluzia.
7 <7 In triunghiul AABC se considerd adevdrata relatia:

AB B'C (A
A'C B'A C'B
Presupunem cd AA’, BB', CC' nu sunt concurente. Atunci
BB'NCC" = {P} si AP N BC = {A"}. Folosim implicatia directd
a teoremei lui Ceva pentru dreptele concurente AA”, BB', C'C" si
rezulta:

A'"B BC C'A
A'C B'A C'B
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Din aceastd relatie si din ipoteza AB BC A = 1, se obtine

Hestdinipotesa 2o A op — %
A"B  A'B . . 4 uni
10 - AC Deoarece un punct imparte un segment in mod unic
intr-un raport dat, rezultd cd punctele A’ si A” coincid.
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CAPITOLUL 3

Patrulater

1. Poligon

Se considera o multime de puncte A;, As, ..., A,+1,n > 3, din
plan, date intr-o anumita ordine.

Definitia 3.1. Se numeste linie poligonald inchisd, multimea de
forma.' [A1A2] U [AQAg} U---u [AnflAn] U [AnAnJrl], cu Al = An+1.

Punctele A;, i = 1,n, se numesc varfurile liniei poligonale.

Segmentele [A;A;41], © = 1,n, se numesc laturile liniei poligo-
nale.

Definitia 3.2. O linie poligonali se numeste simplu inchisa sau
poligon dacd oricare doud virfuri nu coincid, oricare trei varfuri nu sunt
coliniare, oricare doud laturi nevecine nu au niciun punct comun gi ori-
care doud laturi vecine au dreptele suport care nu coincid.

Diagonalele unui poligon sunt segmentele [A;A;], care nu sunt
laturi.

Observatia 3.3. Un poligon cu varfuri A;, i = 1,n, se va nota:
A1As . LA,

Definitia 3.4. Un poligon se numeste convex dacd pentru oricare
laturd a sa [A;Aiy 1], Vi = 1,n, toate varfurile, mai putin A; i A;yq se
gasesc in acelagi hiperplan deschis delimitat de dreapta suport a laturii
[AiAi].

Definitia 3.5. Prin unghi interior al unui poligon A1 A, ... A,,
convex, se intelege unghiul format de dreptele suport a doud laturi con-
secutive si este un numdr ce ia valori in intervalul (0, 7). Un unghi ex-
terior unui poligon este un unghi adiacent si suplementar cu un unghi
interior poligonului.
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As

FIGURA 1. Exemple de figuri care nu sunt poligoane

A,
Al
A
Ay
A
7
A
5
Ag

Poligon convex Poligon concav

FIGURA 2. Exemple de poligoane

~ Unghi exterior Az

Unghi interior

FIGURA 3. Unghiuri in poligoane
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Definitia 3.6. in poligonul convex Ay A, ... A,, se noteazd cu a;
dreapta suport a laturii [A;A; 1] si cu (a; Ao semiplanul deschis de-

limitat de dreapta a; care contine vdrful A; o, pentrui = 1,n—1 gi
An+1 - Al.

n—1

Interiorul poligonului se defineste ca: () (a;Airo si se noteazi

i=1
Int AlAQ ce An

Prin suprafata poligonald se intelege reuniunea dintre un poligon
si interiorul sdu. Poligonul se mai numeste si frontiera suprafetei poli-
gonale. Suprafata poligonald determinati de poligonul Ay A, ... A, seva
nota [A1As ... Ayl

Observatia 3.7. Dupi numdirul de laturi ale unui poligon convex
A1As ... A, acesta se numeste:
e triunghi dacin = 3,
e patrulater dacin = 4,
e pentagon dacin =5,
e hexagon daci n = 6 etc.

In mod analog se vor defini suprafetele poligonale cu 3, 4, 5, 6, etc. laturi.
In categoria suprafetelor poligonale cu n = 4 laturi, distingem ur-
mdtoarele cazuri particulare:

e paralelogramul=laturi opuse paralele,

e dreptunghiul=paralelogram cu un unghi drept,
e patratul=dreptunghi cu laturi egale,

e rombul=paralelogram cu laturi egale,

e trapezul= doud laturi opuse, paralele.

Teorema 3.8. Daci [A1 A, ... A,] este o suprafati poligonali con-
vexd cu n > 3 laturi, atunci ea poate fi descompusd in n — 2 suprafete
triunghiulare.

DEMONSTRATIE. In poligonul convex A;A,... A, se constru-
ieste dreapta A;As. Aceasta dreaptd, nefiind suportul niciunei la-
turi a poligonului, il intersecteaza doar in punctele A, si A3, punc-
tele A;, i = 4,n ramanand de aceeasi parte a dreptei A; A3. Aceasta
inseamnad cd poligonul A4A45 . .. A, este convex. Dreapta A; A; fiind
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situatd in interiorul unghiului <A,, A, A,, separa punctele A,, si As.
Mai mult, dreapta A, A3 separd punctele A4A; ... A, de punctul A,.

Rezultd cd suprafata triunghiulard [A; A, A3] si suprafata poli-
gonald [A,A5 ... A, sunt disjuncte. Asadar,

[A1As ... Ay] = [A1 Ay A3) U [AgAs . .. Ay

Repetand rationamentul pentru noul poligon convex obtinut, se
obtine descompunerea suprafetei poligonale [4; A, ... A,] in doud
suprafete triunghiulare si un o noud suprafatd poligonald. Des-
compunerea se va repeta pand cand ultima suprafatd poligonala
obtinuta este o suprafata triunghiulard. In descompunerea facuta
se folosesc n — 3 drepte A; A;, i = 3,n — 1 si se obtin n — 2 suprafete
triunghiulare.

COROLARUL 3.9. Suma mdsurilor unghiurilor interioare in orice
patrulater convex [A1 Ay . .. A,] este egald cu (n — 2).

Definitia 3.10. Un poligon convex cu toate laturile congruente gi
toate unghiurile congruente se numegte poligon regulat.

1.1. Aria suprafetelor poligonale

Oricarei figuri plane din spatiul euclidian i se poate asocia un
numadr real, pozitiv, care mdsoard "intinderea" unei suprafete po-
ligonale. Se defineste astfel functia arie pentru o suprafata poligo-
nald.

Se noteazd cu P multimea tuturor suprafetelor poligonale din
planul euclidian.

Definitia 3.11. Se defineste functia A : P — R, numiti arie, ce
verificd urmdtoarele conditii:

1) Daci se considerd doud triunghiuri AABC' si ADEF, congru-
ente, atunci ariile suprafetelor triunghiulare [ABC] si [DEF]
sunt egale:

A([ABC]) = A([DEF])

(" Axioma congruentei”).
72



2) Se considerd doud suprafete poligonale [P)] € P si [Py] € P.
Daci cele doud suprafete sunt disjuncte sau intersectia lor este
formatd numai din muchii sau numai din vérfuri, atunci are loc
relatia:

A([A] U [R]) = A([P]) + A([P])

......

Suprafete disjuncte

=
Suprafete cu 0 muchie comuna

FIGURA 4. Suprafete poligonale

3) Daci se considerd o suprafati patratid [ABC D] cu latura de lun-
gime a, atunci A(|JABCD]) = a?.

Observatia 3.12. Se demonstreazi ci functia arie, definitd anterior,
existd si este unicd (vezi [1]]).

Folosind Definitia (3.11) se obtin formulele de calcul pentru
ariile triunghiurilor, patrulaterelor particulare (dreptunghi, patrat,
paralelogram).

Teorema 3.13. Se consideri o suprafati dreptunghiulard [ABC D]
cu lungimile laturilor: AB = a, BC' = b. Atunci A([ABCD]) =a - b.
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DEMONSTRATIE. Presupunem, fird a restrange generalitatea,
cd a > b. Se completeaza suprafata [ABC D] la o suprafatd patrata
[AEGH] cu latura de lungime egald cu a + b. Completarea se va
face cu suprafetele patrate [BEFC], [DCIH] si suprafata dreptun-
ghiulard [CFGI].

Folosind conditia (3) din Definitia (3.11), avem:

A([AEGH]) = (a+b)*>=a®+ 2ab+b* =

(16) = A([DCIH] + 2ab+ A([BEFC))
A a B b E
b b
D c '
a b
H I G

FIGURA 5. Aria suprafetei dreptunghiulare

Suprafetele dreptunghiulare [ABCD] si [CFGI]|, avand ace-
leasi dimensiuni, sunt congruente. Din conditia (2) a Definitiei

(3.11),

an A(AEGH]) =

= A([BEFC)) + A(I[DCIH] + 2A(|[ABCD])
Din ecuatiile si rezulta:
A([ABCD]) =a-b.

Ca o consecinta acestui rezultat se obtine formula de calcul a ariei
unei suprafete triunghiulare.
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COROLARUL 3.14. Se considerd o suprafati triunghiularid [ABC]
care are laturile [AB] si [AC] perpendiculare si de lungimi a, respectiv b.
Atunci, aria suprafetei este:

A([ABC]) = ‘LTZ’

DEMONSTRATIE. Se completeazd suprafata triunghiulard [ABC]
pand la o suprafata dreptunghiulara [ABCD].
C D

A b B
FIGURA 6. Aria suprafetei triunghiulare

Conform conditiilor (1) si (2) din Definitia (3.11), se obtine:

2A([ABC)) = A([ABCD)) = a - b.

COROLARUL 3.15. Daci se considerd o suprafatd triunghiulatid
[ABC)| determinatd de triunghiul ascutit unghic AABC, atunci aria ei
este semiprodusul dintre lungimea unei laturi si indltimea corespunzi-
toare laturii.

DEMONSTRATIE. Considerdm indltimea din varful A pe latura
[BC], notata cu [AD]. Deoarece toate unghiurile triunghiului sunt
ascutite, D € [BC].
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B D C
FIGURA 7. Aria suprafetei triunghiulare

Folosind conditia (2) din Definitia (3.11) si Corolarul (3.14),
aria suprafetei [ABC] este:

A([ABC]) = A([ABD]) + A(|[ADC]) =

AD-BD AD-CD AD-BC
R T G

Observatia 3.16. Deoarece o suprafati poligonald [P) cu n laturi
se descompune in n — 2 suprafete triunghiulare [T;], i = 1,n — 2 (vezi
Teorema (3.8)), aria acesteia este:

COROLARUL 3.17. Daci se considerd un paralelogram ABCD,
|AE) perpendiculara din varful A pe DC, atunci aria suprafetei delimi-
tatd de acesta este:

A(JABCD]) = AE - DC.

DEMONSTRATIE. Daca se considerd suprafata delimitata de pa-

ralelogramul ABCD, ea se descompune in doud suprafete triun-
ghiulare [DAC| si [CAB] cu ADAC = ABCA.
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D E C
FIGURA 8. Aria suprafetei delimitatd de paralelogram

Atunci,

A([ABCD]) = 2A([ACD]) — 2. AE- D€

2

COROLARUL 3.18. Dacii se considerd un trapez ABC'D cu laturile
AB || CD, AB < CD si se construieste indltimea [BE], E € DC,
atunci

= AF - DC.

AB+CD
2
DEMONSTRATIE. Se construieste BF' || AD.Se descompune su-
prafata [ABC D] in suprafata triunghiulard [BF'C] si suprafata de-
limitatd de paralelogramul [ABF D].
A

A([ABCD]) = BE.

B

l
D F E C
FIGURA 9. Aria suprafetei delimitatd de trapez

A([ABCD]) = A([ABFD))+ A([BCFC]) =

BE-F
- BE-DF 4+~~~ =
AB+CD

= —— - BE.
2

Observatia 3.19. Pentru simplitatea exprimdrii, cdnd vom vorbi
de aria unei suprafete poligonale vom spune aria poligonului. De exem-
plu, pentru aria unei suprafete triunghiulare [ABC'| vom spune aria tri-
unghiului ABC' si vom scrie A(ABC) sau Aaapc, sau Aapc.
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In cele ce urmeaza vom studia proprietiti ale patrulaterelor
particulare: paralelogram, dreptunghi, patrat, romb si trapez.

Observatia 3.20. Asa cum s-a vizut anterior, pentru a defini un
patrulater avem nevoie de patru puncte distincte A, B, C, D, considerate
in aceastd ordine, ce indeplinesc urmidtoarele conditii:

e oricare trei puncte sunt necoliniare;
e oricare doud dintre segmentele: [AB] si [C'D] sau [BC] si [DA]
nu au niciun punct interior comun.

Definitia 3.21. Figura care indeplinegte conditiile de mai sus, for-
matd din reuniunea [AB] U [BC] U [CD] U [DA], este un patrulater si
se noteazid ABC'D.

B
B
C
A D
A
C
D
FIGURA 10. Patrulater

A A
C
B
B C D
A D B

C
FIGURA 11. Figuri care nu sunt patrulatere
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Elementele patrulaterului:

e punctele A, B, C, D se numesc vdrfurile patrulaterului;
e segmentele [AB], [CD], [BC], [DA] se numesc laturile pa-
trulaterului;
e unghiurile <ABC, <BCD, <CDA, <DAB se numesc un-
ghiurile interioare ale patrulaterului;
B

D
FIGURA 12. Elementele patrulaterului

e laturile [AB] si [BC| (la fel [BC] si [CD] etc.) se numesc
laturi consecutive;

e doud laturi care nu sunt consecutive se numesc laturi opuse;

e unghiurile <ABC si <BCD (<BCD si <CDA etc) se nu-
mesc unghiuri consecutive;

e segmentele [AC| si [BD] se numesc diagonalele patrulateru-
lui;

e suma lungimilor laturilor patrulaterului se numeste peri-
metrul patrulaterului.

Definitia 3.22. Un patrulater se numeste convex dacd, oricare ar
fi o laturd a sa, cele doud varfuri nesituate pe latura consideratd se afli de
aceeasi parte a dreptei suport a laturii respective.

Teorema 3.23. Suma mdasurilor unghiurilor unui patrulater con-
vex este 360°.

DEMONSTRATIE. A se vedea Corolar (3.9).
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2. Paralelogram

Definitia 3.24. Se numeste paralelogram patrulaterul convex care
are laturile opuse paralele.

A B
FIGURA 13. Paralelogram

2.1. Proprietdti ale paralelogramului

Propozitia 3.25. Considerim ABC D un patrulater convex. Atunci
ABCD este paralelogram daci si numai dacd laturile opuse sunt congru-
ente doud cite doud.

DEMONSTRATIE. "=" Fie paralelogramul ABC'D. Folosind de-
finitia paralelogramului, rezulta

AB || CD,BC || AD.

D C

A B
FIGURA 14. Proprietdti ale paralelogramului

Se considera secanta AC care intersecteazd perechile de drepte
paralele, mentionate anterior, in unghiuri alterne interne congru-
ente:

<BAC = <ACD,

respectiv
I<BCA =<CAD.
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Tinand cont de aceste perechi de unghiuri congruente si de latura
[AC], rezultd AABC = ACDA (U.L.U). Din congruenta triunghiu-
rilor se obtine

[AB] = [CD],[CB] = [AD).

"«<" Se considera patrulaterul convex ABCD cu perechile de
laturi opuse congruente, [AB] = [C' D], [CB] = [AD]. Construim di-
agonala [AC] si obtinem AABC' si ACDA. Deoarece [AB] = [CD],
[CB] = [AD] si [AC] latura comund, rezultd, conform cazului de
congruentd (L.L.L), ca AABC = ACDA. Din congruenta triun-
ghiurilor, se obtine <BCA = <CAD si <BAC = <ACD, ceea ce
implica BC||AD si AB||CD.

Propozitia 3.26. Dacd intr-un patrulater convex doud laturi opuse
sunt congruente si paralele, atunci patrulaterul este paralelogram.

DEMONSTRATIE. Fie patrulaterul convex ABC'D in care se con-
siderd [AB] = [CD] si AB||CD. Construim diagonala [AC] si obti-
nem AABC si AACD.

D C

A B
FIGURA 15. Proprietdti ale paralelogramului

Din AB||CD si secanta [AC] rezultd <BAC = <ACD. Deo-
arece [AB| = [CD], <BAC = <ACD, [AC] laturd comund, se ob-
tine AABC = AACD (L.U.L). Congruenta triunghiurilor implica
<BCA = <CAD, ceea ce conduce la AD||BC.

Propozitia 3.27. Se considerd ABC'D un patrulater convex. Atunci
ABC'D este paralelogram dacd si numai dacd oricare doud unghiuri opuse
sunt congruente. In plus, patrulaterul convex ABC D este paralelogram
dacd si numai dacd oricare doud unghiuri consecutive sunt suplementare.
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DEMONSTRATIE. "=" Se construieste diagonala [AC] a parale-
logramului ABC'D. Se obtin doud triunghiuri congruente AABC' =
ACDA. Din congruenta triunghiurilor, rezultd <ABC = <ADC.
Analog si pentru cealalta pereche de unghiuri.

Tot din AABC = ACDA se obtin si urmdtoarele perechi de
unghiuri congruente: <DAC = <ACB si <BAC = <ACD.
In AADC, avem:
180° = m(<ADC) + m(<ACD) + m(<CAD) =
= m(<ADC) +m(<ACD) + m(<ACB) =
= m(<ADC)+m(<BCD).
"«<" In patrulaterul convex ABC'D avem:

m(<A) + m(<B) + m(<C) + m(<D) = 360°.

Folosind ipoteza: <A = <C, <B = <D, obtinem

2m(<tA) + 2m(<D) = 360 sau m(<A) + m(<D) = 180.

Dar unghiurile <A si <D sunt unghiuri interne si de aceeasi
parte a secantei, unde dreptele sunt considerate AB,CD iar se-
canta AD. Cum aceste unghiuri sunt suplementare, rezulta AB||CD.
Analog si pentru AD||BC.

Dacéd in patrulaterul convex consideram unghiurile aldturate
suplementare, m(<ADC) + m(<DCB) = 180°, conform consecin-
telor "Teoremei de existentd a dreptelor paralele”, dreptele AD si
BC sunt paralele. Analog si pentru DC' || AB.

Propozitia 3.28. Fie un patrulater convex ABCD. Atunci, ABC'D
este paralelogram dacd si numai dacd diagonalele se intersecteazi una pe
alta in parti congruente.

A B
FIGURA 16. Proprietdti ale paralelogramului
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DEMONSTRATIE. Fie ABC'D un paralelogram in care intersec-
tia diagonalelor se noteaza cu O, AC N BD = {O}.

"=" Triunghiurile formate de diagonale sunt congruente, si
anume AAOB = ACOD (U.L.U) («BAO = <DCO - alterne in-
terne formate de AB||CD si tdiate de secanta AC; [AB] = [C'D];
<ABO = <CDO - alterne interne formate de AB||CD si tdiate de
secanta BD). In aceste triunghiuri congruente, la unghiuri congru-
ente se opun laturi congruente, adica [AO] = [OC|, [BO] = [OD].

"«<" In patrulaterul convex ABC'D avem congruenta de triun-
ghiuri AAOB = ACOD (L.U.L), ([AO] = [CO}; <AOB = <«COD;
[BO] = [DO]). Rezulta cd <ABO = <CDO. Aceste unghiuri sunt
alterne interne formate de dreptele AB si C'D, deci AB||DC.

Analog, congruenta AAOD = ACOB implicd AD||BC.

Din AB||DC si AD||BC, rezulta ABCD paralelogram.

3. Dreptunghiul

Definitia 3.29. Se numeste dreptunghi un paralelogram care are
un unghi drept.

A B
FIGURA 17. Dreptunghi

3.1. Proprietati ale dreptunghiului

Toate proprietdtile paralelogramului sunt adevarate si pentru
dreptunghi.

In plus, pentru cd dreptunghiul este un paralelogram parti-
cular (are un unghi drept), mai are si alte proprietati caracteristice
numai lui.
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Propozitia 3.30. Un patrulater convex este dreptunghi daci si nu-
mai dacd are toate unghiurile congruente si deci toate sunt drepte.

DEMONSTRATIE. "=" Fie dreptunghiul ABC'D. Deoarece un
dreptunghi este un paralelogram cu un unghi drept, unghiurile
opuse sunt congruente si cele aldturate sunt suplementare:

m(<ADC)+m(<DCB) = 180°, <ABC = <ADC, m(<ADC)) = 90°.

Rezulta cd toate unghiurile dreptunghiului sunt drepte.

"«<" Fie ABC'D un patrulater convex cu toate unghiurile con-
gruente si de masurd 90°. Atunci patrulaterul are doud cate doua
unghiurile opuse congruente, deci este paralelogram. In plus, mai
are si unghiuri de masura 90°, deci este dreptunghi.

Propozitia 3.31. Fie dreptunghiul ABC D. Atunci diagonalele [AC)|
si [BD)] sunt congruente.

DEMONSTRATIE. Congruenta diagonalelor rezultd din congru-
enta triunghiurilor dreptunghice AADC si ADBC, imediat.

Propozitia 3.32. Daci diagonalele unui paralelogram ABC D sunt
congruente, atunci paralelogramul este dreptunghi.

DEMONSTRATIE. Deoarece diagonalele paralelogramului sunt
congruente, rezultd AADC = ABCD (L.L.L). Aceasta congruenta
implica :

<JADC = <DCB.

Folosind egalitatea m(<tADC') + m(<DCB) = 180° si congruenta
anterioara se obtine m(<ADC") = 90°.

4. Rombul

Definitia 3.33. Se numeste romb un paralelogram care are doud
laturi consecutive congruente.
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C
FIGURA 18. Romb

4.1. Proprietdtile rombului

Proprietdtile paralelogramului (teoremele directe) sunt ade-
vdrate si in cazul rombului deoarece acest este un paralelogram.
Acestea sunt:

e laturile opuse sunt congruente;

e unghiurile opuse sunt congruente;

e doud unghiuri consecutive sunt suplementare;
e diagonalele au acelasi mijloc.

Deoarece rombul este un paralelogram particular, are si proprietati
care i sunt specifice.

Propozitia 3.34. Un patrulater convex ABC'D este romb dacd si
numai dacd toate laturile sunt congruente.

DEMONSTRATIE. "=" ABCD este romb, atunci este paralelo-
gram cu doua laturi consecutive congruente. Fie de exemplu, latu-
rile consecutive congruente

(18) [AB] = [AD).
Folosind Propozitia (3.25), ABC'D paralelogram, implica
(19) [AB] = [BC|, [AD] = [BC].
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Din si (19), rezultd [AB] = [BC] = [CD] = [AD).

"«<" Daca ABCD este un patrulater cu toate laturile congru-
ente, conform Propozitiei (3.25), este paralelogram. Deoarece doud
laturi consecutive sunt congruente, atunci el este romb.

Propozitia 3.35. [ntr-un romb diagonalele sunt perpendiculare in-
tre ele si sunt bisectoarele unghiurilor lui.

A

C
FIGURA 19. Proprietdti ale rombului

DEMONSTRATIE. Se considerd rombul ABCD cu diagonalele
[AC| si [BD] care se intersecteazd in punctul O. Deoarece toate latu-
rile rombului sunt congruente, triunghiurile AABD si ADBC' sunt
isoscele. ABCD este paralelogram, deci O este mijlocul diagona-
lelor [AC] si [BD]. Asadar, in triunghiul isoscel AABD, deoarece
[AO] este mediand, ea va fi si bisectoare pentru unghiul <DAB,
dar si indltime, adica AO L DB.

Propozitia 3.36. Daci un paralelogram are diagonalele perpendi-
culare, atunci el este romb.

DEMONSTRATIE. Se considerd paralelogramul ABCD cu dia-
gonalele AC' L BD. Se observd ca triunghiurile dreptunghice
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AAOB si ABOC sunt congruente conform cazului (C.C) ([BO] la-
turd comund, [AO] = [OC]). Din congruentd, rezulta [AB]| = [BC],
adica ABCD este romb.

Propozitia 3.37. Daci intr-un paralelogram ABCD o diagonali
este bisectoarea unui unghi, atunci paralelogramul este romb.

DEMONSTRATIE. In paralelogramul ABCD, presupunem ca di-
agonala [AC] este bisectoare pentru unghiului <BAD. Vom de-

monstra cd doud laturi consecutive sunt congruente.
A

C
FIGURA 20. Proprietati ale rombului

Din paralelismul AD || BC si secanta AC, se obtine congru-
enta unghiurilor <DAC = <ACB. [AC] fiind bisectoare unghiului
<DAB, implica <DAC = <CAB. Asadar, se obtine:

<CAB = <ACB,
adica triunghiul AABC isoscel (|[AB] = [BC).

5. Patrat

Definitia 3.38. Se numeste patrat un dreptunghi care are doud
laturi consecutive congruente.
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A B
FIGURA 21. Patrat

5.1. Proprietatile patratului

Patratul, fiind romb si dreptunghi, are toate proprietatile drept-
unghiului si toate proprietdtile rombului (teoremele directe).

Aceste proprietdti sunt:

e toate laturile sunt congruente;

e toate unghiurile sunt congruente ceea ce implicd, toate un-

ghiurile sunt drepte;

e diagonalele au acelasi mijloc;

e diagonalele sunt congruente;

e diagonalele sunt perpendiculare intre ele;

e diagonalele sunt bisectoarele unghiurilor lui.

In plus, patratul admite patru axe de simetrie si anume: doud sunt
mediatoarele laturilor lui si doud sunt dreptele care includ diago-

nalele lui.
D C

A B

FIGURA 22. Axele de simetrie ale patratului
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6. Trapez

Definitia 3.39. Se numegte trapez un patrulater cu doud laturi
paralele si celelalte doud laturi neparalele.

A D

baza mica

1
I
I
1
I .
\inaltime
1
1
I

B E baza mare C

FIGURA 23. Trapez (BC || AD)

Cazuri particulare de trapez

Definitia 3.40. Se numeste

e trapez dreptunghic un trapez cu una dintre laturile neparalele
perpendiculari pe baze;
e trapez isoscel un trapez cu laturile neparalele congruente.

trapez dreptunghic trapez isoscel

1

FIGURA 24. Cazuri particulare de trapez

6.1. Proprietiti ale trapezului isoscel

Propozitia 3.41. Un trapez este isoscel daci si numai dacd unghiu-
rile aldturate unei baze sunt congruente.

DEMONSTRATIE. 7 = 7 Se considerd ABC'D un trapez isoscel
(AD || BC, [AB] = [DC]). Se construieste DE' || AB, E € (BC).
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B E C
FIGURA 25. Trapez isoscel

Patrulaterul ABED este paralelogram (DE||AB si AD||BE),
deci [DE] = [AB]. Folosind si ipoteza [AB] = [DC/, rezultd congru-
enta [DC] = [DE]. Asadar, AEDC este isoscel (<DCFE = <DEC).
Considerand paralelele AB||DE tdiate de secanta BC, se obtine
<DEC = <ABC si, mai mult, <DCE = <ABC. Unghiurile alatu-
rate bazei mici sunt suplementare unghiurilor aldturate bazei mari,
deci sunt si ele congruente.

7 < 7 Fie ABCD un trapez (AD||BC), pentru care este ade-
vartd congruenta <DCB = <ABC. Construim DE||AB, E € (BC).
Avem <DFEC = <ABC (corespondente). Din relatiile anterioare,
rezultda <DCE = <DEC, adicd triunghiul ADEC este isoscel,
cu [DE] = [DC]. Deoarece ABED este paralelogram, se obtine
[AB] = [DE]. Asadar, laturile neparalele in trapez sunt congru-
ente, [AB] = [DC], deci trapezul este isoscel.

Propozitia 3.42. Un trapez este isoscel daci si numai daci diago-
nalele sunt congruente.

DEMONSTRATIE. ” = ” Fie ABC'D un trapez isoscel, AD || BC,
[AB] = [DC].

D

B C
FIGURA 26. Proprietdti ale trapezului isoscel (directa)

Se construiesc diagonalele trapezului si se considerda AABC
si ADCB in care: [AB] = [DC], <ABC = <DCB, [BC| comuna.
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Rezulta congruenta AABC = ADCB (L.U.L) din care se obtine
[AC] = [BD].

7 <7 Se considerd ABC'D un trapez cu diagonale congruente
([AC] = [DB)).

A D

B C E
FIGURA 27. Proprietdti ale trapezului isoscel (reciproca)

Se construieste DE || AC, E € BC. Folosind si paralelismul
AD || BC, se obtine paralelogramul ACED. Din proprietdtile pa-
ralelogramului, rezultd [DE] = [AC]. Folosind in plus si ipoteza
[AC] = [DB|, se obtine [DE]| = [DB], adica ADBE este isoscel
(«DBC = <« DEB). Daci se considera dreptele paralele DE || AC
si secanta BE, se formeaza unghiurile corespondente congruente
<DEB = <ACB. Se obtine astfel ca <DBC = <ACB. Atunci,
AABC = ADCB (L.U.L) deoarece [AC| = [DB], <DBC = <ACB,
[CB] = [BC], ceea ce implicd [AB] = [DC].

6.2. Linia mijlocie intr-un trapez

Definitia 3.43. Segmentul care unegte mijloacele laturilor nepara-
lele ale unui trapez se numegte linia mijlocie a trapezului.

D C

A B
FIGURA 28. Linia mijlocie in trapez

Teorema 3.44. Linia mijlocie a trapezului este paraleli cu bazele si
are ca lungime jumdtate din suma lungimilor bazelor.
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DEMONSTRATIE. Se construieste dreapta AF, AF'N BC = {G}.
Se formeazd doua triunghiuri congruente, AADF = AGCF
(U.L.U), deoarece <ADF = <F'CG, [DF| = [FC|,<DFA = <«CFG.
Din congruenta celor doud triunghiuri rezultd [AF] = [FG] si
[AD] = [CG].
Asadar, in triunghiul AABG, E'F este linie mijlocie. Folosind
proprietatile acesteia, se obtin:

1 1 1
EF | BG,EF =BG = 3(BC + CG) = 5(BC + AD).

A D

RN
N

B c G
FIGURA 29. Proprietdtile liniei mijlocii in trapez

Observatia 3.45. Paralelogramul, dreptunghiul, patratul, rombul,
trapezul sunt poligoane cu patru laturi. Formulele de calcul pentru aria
suprafetelor delimitate de ele se giisesc in Sectiunea (I.1).

7. Relatii metrice in patrulater

Teorema 3.46 (Relatia lui Euler). Se considerd punctele arbitrar
alese in plan, A, B, C, D. Se noteazi cu E mijlocul segmentului [AC| si
cu F mijlocul segmentului [BD). Atunci are loc egalitatea:

AEF? = AB?> + BC? + CD? + DA%? — AC? — BD?.

DEMONSTRATIE. In triunghiurile AFAC, ADAB, ADBC, cu
medianele [EF], [AF], respectiv [F'C|, se aplicd Teorema (2.49) si se
obtin urmatoarele egalitati:

(20) AEF? =2(FA* + FC?) — AC?,
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1
(21) 2AF% = AD? + AB? — 5032,

(22) 20F%* = COD? +CB? — %DBQ.

C

D
FIGURA 30. Relatia Euler

Se inlocuiesc ecuatiile si in si se obtine relatia din
concluzie.

Teorema 3.47. Se considerd patrulaterul convex ABC'D, E mijlo-
cul laturii [AD) si F mijlocul laturii [BC. Atunci are loc inegalitatea:

EF < %(AB +CD).

Egalitatea este adeviratd daci si numai daci AB || C'D.
C

FIGURA 31. Relatii metrice in trapez
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DEMONSTRATIE. Se considerd punctul GG, mijlocul diagonalei
[AC]. In triunghiurile ADAC si AACB, [EG] si [GF] sunt linii mij-
locii. Rezulta:

EG | DC,EG = %DC, GF | AB,GF = %AB.

Relatia EF < 3(AB + CD) devine
EF < EG + GF.

Aceastd inegalitate este adevaratd in orice triunghi.
Egalitatea

1
EF < é(AB +CD)
este echivalentd cu egalitate in
EF < EG+GF

ceea ce inseamnd cd G apartine dreptei FF. Apartenenta G € EF
este echivalentd, datoritd paralelismului £G || DC, GF || AB, cu
ABC'D este trapez.

Teorema 3.48. Se considerd patrulaterul convex ABC'D. Atunci,
este adevdiratd inegalitatea:

AC? + BD?* < AD* + BC? + 2AB - CD.

Egalitatea are loc dacd si numai daci ABC D este trapez.

FIGURA 32. Relatii metrice in trapez

DEMONSTRATIE. Se considerd GG mijlocul diagonalei [AC|, E
mijlocul laturii [AD] si F' mijlocul laturii [BC]. Conform Teoremei
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(3.47), avem EF < L(AB + CD). Se ridica la patrat aceastd in-
egalitate si termenul 4EF? se va Inlocui cu expresia lui obtinutd
aplicind Teorema (3.46). Se obtine:

AB? + BD?* 4+ DC?*+ CA? — AD?* — BC? <
< AB?>+ CD?*+2AB-CD,

ceea ce conduce la inegalitatea din enuntul teoremei.
Egalitatea se va obtine daca si numai dacd se obtine egalitate
in EF < 1(AB + CD), adicd atunci cand ABCD este trapez.
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CAPITOLUL 4

Cerc

1. Definitii, proprietati
Definitia 4.1. Se numegte cerc multimea punctelor din plan egal

depirtate de un punct fixat O, numit centrul cercului. Distanta egali
fatd de centrul cercului se numegte raza.

FIGURA 1. Cerc

Notatie:
C(O,r) ={M/d(O,M) = r}.
r este raza cercului, r > 0, r € R.

Definitia 4.2. Se considerd cercul de centru O si razd r, r > 0,
r € R.
Interiorul cercului, notat Int C(O,r), se defineste ca fiind multimea
punctelor N din plan pentru care d(O, N) < r.
Exteriorul cercului, notat Ext C(O,r), se defineste ca fiind multimea
punctelor P din plan pentru care d(O, P) > r.
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FIGURA 2. Interiorul/exteriorul unui cerc

Propozitia 4.3. Se consideri cercul de centru O si razid r, C(O,r)
si A si B doud puncte interioare cercului. Atunci, [AB] C Int C(O,r).
Altfel spus, interiorul unui cerc este multime convexd.

DEMONSTRATIE. Se considerd doud puncte situate in interiorul
unui cerc, A, B € IntC(O,r),d(O,A) <rsidO,B) <r.

FIGURA 3. Interiorul unui cerc

Se considera un punct arbitrar M € [AB]. In triunghiul AABO,
avem urmatoarele situatii OM < OAsau OM < OB. Deoarece am-
bele segmente [OA] si [OB] au lungimi mai mici decat r, rezultd cd
OM < r,adicd M este punct interior cercului.

Definitia 4.4. Multimea C(O,r)U Int C(O,r) se numeste disc de
centru Osirazair > 0,r € R.

C(0,r)U IntC(O,r) = {M/d(M,0) < r}.
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FIGURA 4. Disc

Definitia 4.5. Prin cercuri congruente se intelege doud cercuri ale
cdror raze sunt egale.

Definitia 4.6. Coarda este segmentul cu capetele in doud puncte
ale cercului. Coarda care contine centrul cercului se numeste diametru.

B

Diametru

FIGURA 5. Coardd/Diametru

Definitia4.7. Dacdi se considerd C(O, r) un cerc de centru O si razd
r, atunci intersectia dintre oricare dintre cele doud semiplane delimitate
de dreapta suport a diametrului si cerc, se numeste semicerc.
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FIGURA 6. Semicerc

Teorema 4.8. Daci trei puncte sunt necoliniare, atunci ele deter-
mind un cerc i numai unul.

DEMONSTRATIE. Se considerd trei punctele necoliniare A, B,
C. Se stie cd mediatoarele laturilor triunghiului AABC sunt concu-
rente. Fie punctul de concurenta notat cu O. Conform proprietatii
punctelor de pe mediatoarea unui segment, [OA| = [OB] = [0C].
Altfel spus, punctul O se gaseste la distantd egala fata de cele trei
puncte, adicd punctele se afld pe un cerc cu centrul in O siraza OA.

Propozitia 4.9. Lungimea unei coarde care nu contine centrul cer-
cului este mai micid decdt dublul razei. Intr-un cerc diametrul este cea

mai mare dintre coarde.
A

C
FIGURA 7. Compararea coardei cu diametrul
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DEMONSTRATIE. Se considera cercul C(O,r), [AB] o coardd in
cerc, A,B € C(O,r) si [AC] diametrul cercului, C € C(O,r). In
triunghiul AAOB,avem OA = OB =1r,0C =1, AB < OA+OB =
2r, AB < AC.

1.1. Pozitia unei drepte fata de un cerc

Se considerd o dreaptd h si un cerc C(O, r).
Pozitia dreptei fatd de cerc poate fi in una din urmatoarele
situatii:
e Dreapta are cu cercul doud puncte comune, daca distanta
dela punctul O la dreapta h este mai mica decatr (d(O, h) <
r) si atunci dreapta se numeste secant;

Intr-adevar, daca dreapta h trece prin centrul cercului,
atunci existd cate un unic punct A, respectiv B pe cele doud
semidrepte determinate de O pe dreapta h, asa incat OA =
OB =r.

E G
H h

FIGURA 8. Secanta

Dacd O ¢ h, se considerda OF L h, E € h. Pe cele doua
semidrepte determinate pe h de punctul E se considerd
acele puncte GG si H aflate la distanta /r? — OE?. Aceste
doud puncte sunt unic alese. Deoarece OF L h se for-
meazd doud triunghiuri dreptunghice AOEG si AOEH.
Aplicand Teorema lui Pitagora in aceste triunghiuri, re-
zultd OG? = OE® + EG? = OE? +r* — OE? = r?. Analog,
OH? = r?. Deci punctele G si H sunt puncte ale cercului.

Considerdm un punct arbitrar M € h, cu conditia M #

G, M # H. Atunci EM < /1?2 — OFE?sau EM > v/r? — OF2.
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In ambele cazuri, calculand OM? = OFE? + EM? se obtine
OM? < r? sau OM? > r?, adica punctul M este interior sau
exterior cercului.

e Dreapta are un singur punct comun cu cercul, daca dis-
tanta de la punctul O la dreapta h este egald cu r (d(O, h) =

r) si atunci dreapta se numeste tangent;
h E M

FIGURA 9. Tangenta

Intr-adevar, daca OF L h, E € h si OF = r, pentru
orice punct M € h, M # E, avem,

OM > OF =r.

Deci M este punct exterior cercului.

e Dreapta nu are niciun punct comun cu cercul, dacad dis-
tanta de la punctul O la dreapta h este mai mare decat r
(d(O, h) > r) si atunci dreapta se numeste exterioard cercu-

lui.
h E M

FIGURA 10. Dreapta exterioara
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Intr-adevir, dacs OE L h, E € h si OE > r, con-
siderdnd un punct arbitrar M € h, se obtine inegalitatea
OM > OF > r,adicd M este punct exterior cercului.

Teorema 4.10. Tangenta la un cerc este perpendiculard pe razi in
punctul de contact. Reciproc, dacid T este un punct al unui cerc dat
C(O,r) si ST tangenta sa in punctul T, atunci raza OT este perpen-
diculard pe aceastd tangentd.

DEMONSTRATIE. "="Fie T € C(O,r), OT = r razd. Construim
o dreaptd ST L OT si ardtam ca ST este tangenta la cerc, adica are

in comun cu cercul doar punctul 7'.
s A T

FIGURA 11. Tangenta la cerc (implicatia directd)

Fie un punct arbitrar A € ST, A # T. Triunghiul AAOT este
dreptunghic in 7, iar [O A] este ipotenuzd. Rezulta OA > OT =,
adicd A apartine exteriorului cercului.

"«<"Fie T € C(O,r) si construim ST tangenta la cerc in punc-
tul 7. Vrem sd demonstrdm cd raza OT este perpendiculatd pe tan-
genta.

Presupunem prin absurd ca OT nu este perpendiculard pe S7T.
Atunci existd un punct P € ST, cu proprietatea ca OFP L ST.

Se alege un punct ) € (T'P, astfel incat [QP] = [PT]. Se obtin
douad triunghiuri dreptunghice congruente AOPT = AOPQ). Re-
zultd [OT] = [0Q)], adica OQ) = r. Asadar, ) € C(O,r) si Q € ST.
Fals, deoarece tangenta si cercul au un singur punct comun.
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FIGURA 12. Tangenta la cerc (implicatia reciproca)

Observatia 4.11. Proprietiti ale tangentei:

e Dintr-un punct exterior A al unui cerc de centru O se pot duce
doud tangente la acest cerc si numai doud, fie acestea notate [AT]
si [AT").

o [AT] = [AT].

o [OA] bisectoarea unghiului <T AT".

2. Unghiuri si arce in cerc

Definitia 4.12. [ntr-un cerc C(O,r), se numeste unghi la centru
un unghi cu varful in centrul cercului.

FIGURA 13. Unghi la centru

Definitia 4.13. Se considerd doud puncte pe cerc care nu sunt dia-
metral opuse, A, B € C(O,r). Se numegte arcul mic AB, multimea de
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puncte obtinutd din intersectia C(O,r) N Int (XAOB) U {A, B}. Se nu-

meste arcul mare AX B, multimea punctelor C(O,r) N Ext (XAOB) U
{A, B}.

Arc mic

Arc mare

X
FIGURA 14. Arc de cerc

Definitia 4.14. Se consideri A, B € C(O,r).
Daci punctele A si B nu sunt diametral opuse:

Miésura arcului mic m(AB) = m(<AOB);
Masura arcului mare m(AX B) = 360° — m(<tAOB);

Daci punctele A si B sunt diametral opuse:

Masura arcului m(@) = 180°.

Definitia 4.15. Doud sau mai multe arce ale aceluiasi cerc sau fi-
cind parte din cercuri congruente se numesc arce congruente daci au
aceeasi mdasurd.

Teorema 4.16. In acelasi cerc sau in cercuri congruente, la arce
congruente corespund coarde congruente gi reciproc, la coarde congruente
corespund arce congruente.
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FIGURA 15. Arce congruente ~ coarde congruente

DEMONSTRATIE. Fard a restrange generalitatea, putem presu-
pune doud coarde [AB] si [C'D] in cercul C(O, ).
"="Se considerd ca [AB] = [CD]. Cele doud coarde impreund
cu centrul cercului, punctul O, determind doua triunghiuri congru-
ente

AAOB = ACOD (LL.L)

([AO] = [0C], [BO] = [OD], carazesi [AB] = [C'D)).

Congruenta triunghiurilor implica <AOB = <COD, adica
=cb.

"<" Dacd AB = CD, atunci <AOB = <COD. Congruenta
acestor unghiuri, impreund cu [AO] = [OC], [BO] = [OD], implica
AAOB = ACOD (L.U.L) . Rezulta astfel ca [AB] = [C'D].

Teorema 4.17. Perpendiculara din centrul unui cerc pe o coardi a
aceluiasi cerc o injumdtiteste.

Daci un diametru este perpendicular pe o coardi a aceluiasi cerc
atunci el determind, pe fiecare din arcele subintinse de coardd, arce con-
gruente.

DEMONSTRATIE. Se considerd coarda [AB] si diametrul [CD]
in cercul C(O, r), cu proprietatea cd AB L CD, ABNCD = {E}. Se
formeaza doua triunghiuri dreptunghice, congruente

AAFEO = ABEO (Cl)
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([OE] comund, [OA] = [OB] raze in cerc), din care rezultd congru-
enta [AE]| = [EB].

A

B
FIGURA 16. Proprietdti ale coardelor in cerc

De asemenea, se ob’;me si <IAOE = <FOB, adica arcele mici
AC =CB si arcele mari AD = DB.

Teorema 4.18. [n acelasi cerc sau in cercuri congruente, dacii doud
coarde sunt congruente atunci ele sunt egal depdrtate de centru si reci-
proc.

Toate punctele unei coarde, mai putin capetele ei, sunt fati de cen-
tru, la distante mai mici decit raza cercului.

A E B

D
FIGURA 17. Proprietati ale coardelor in cerc
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DEMONSTRATIE. In cercul C(O,r) se considerd coardele con-
gruente [AB] si [CD]. Fie OE L AB, E € [AB] si OF 1L CD,
F € [CD]. Deoarece triunghiurile formate de coarde cu centrul cer-
cului, AAOB si ACOD suntisoscele, [OF] si [OF] sunt si mediane.
Din ) )

AE = §AB = §C’D = CF,[0OA] = [0C],

rezulta congruenta AAEO = ACOF, (1.C.), de unde se obtine con-
cluzia [OFE] = [OF].

Pentru demonstratia reciprocei se va folosi congruenta triun-
ghiurilor dreptunghice AAFO si ACOF.

Teorema 4.19. Fie cercul C(O, ), [AB] si [C D] doud coarde para-
lele si [EF| un diametru al cercului perpendicular pe cele doud coarde.
Daci punctele A si C se afli pea acela§z semicerc delimitat de diametrul

[EF), atunci atdt arcele mici AC si BD, cat si coardele [AC] si [BD]
sunt congruente.
DEMONSTRAIIE Deoarece EF J_ ABsi EF 1 CD,rezultd, din

Teorema AE EB §1 CF=FD.
B

FIGURA 18. Proprietati ale arcelor si coardelor in cerc

Prin calcul se obtine:

m(AC) = 180° — m(AE) — m(FC) =
= 180° — m(BE) — m(FD) =

= m(@)
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Din AC = DB, conform Teoremei 1) rezultda [AC]| = [BD].

Definitia 4.20. Se numeste unghi inscris in cerc un unghi cu
virful pe cerc si laturile doud coarde in cerc.

A E R
C
G
C
B F T
FIGURA 19. Unghi inscris

Teorema 4.21. Mdasura unui unghi cu vdrful pe cerc care are una
dintre laturi secantd iar cealalti tangentd este jumdtate din mdsura arcu-
lui de cerc cuprins intre laturile sale.

DEMONSTRATIE. Pe cercul C(O,r) se considera coarda [AT] si
tangenta la cerc, ST. Vom demonstra cd m(<tSTA) este jumadtate

din méasura arcului cuprins intre laturile sale.
Caz 1. Dacd m(<STA) < 90°.

1 ——
Se aratd ca m(<STA) = §m(APT).

S T

FIGURA 20. Masura unui unghi cu varful pe cerc (caz 1)
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Se construieste dreapta OP L AT, unde OP N AT = {Q} si
P eC(O,r).

In AAOT isoscel ([AO] = [OT) raze in cerc), indltimea [OQ)]
este si bisectoare, deci m(<POT) = m(<POA). Deoarece <T'OA
este unghi cu varful in centrul cercului, m(<TOA) = m(ﬁ)

Unghiurile <POT si <STA au laturile perpendiculare, deci
sunt congruente. Rezulta egalitatea:

1 1 —
m(<tSTA) = m(<POT) = 5m(<ITOA) = §m(APT).

Caz 2. Dacd m(<ST'A) > 90°.

S T U

FIGURA 21. Madsura unui unghi cu varful pe cerc (caz 2)
Se construieste tangenta ST, U € ST, punctul T' se gédseste

intre S si U.
Folosind cazul anterior, avem:

1 e
m(<tSTA) = 180° — m(<UTA) = 180° — §m(TXA) =

1 — 11—
= 180° — 5(360° —m(TY A)) = 5m(TY A).

Teorema 4.22. Mdsura unui unghi inscris in cerc este jumdtate din
mdsura arcului de cerc cuprins intre laturile sale.
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FIGURA 22. Masura unghiului inscris in cerc

DEMONSTRATIE. Pe cercul C(O, r) se considerd unghiul cu var-
ful pe cerc <APB,unde A, P, B € C(O,r).

]_ —_— —_—
Vom demonstra cd m(<APB) = Em(AB) (prin AB se intelege

arcul mic al cercului cuprins intre punctele A si B).
Se construieste tangenta in P la cerc. Conform Teoremei (4.21),

m(<APB) = m(<SPB) — m(<«SPA) =
= om(PAB) ~ Jm(AP) = m(AB).

Definitia 4.23. Un unghi cu varful in interiorul cercului este
un unghi al cdrui virf este un punct interior cercului, altul decit centrul
cercului, format la intersectia a doud coarde in cerc.

A

FIGURA 23. Unghi cu varful in interiorul cercului
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Teorema 4.24. Un unghi cu virful in interiorul cercului are md-
sura egalid cu semisuma mdsurilor arcelor cuprinse intre laturile unghiu-
lui si prelungirile lor.

FIGURA 24. Madsura unui unghi cu varful in interorul cercului

DEMONSTRATIE. Se considerd in cercul C(O, r) unghiul cu var-

ful in interiorul lui, <AM B.
Deoarece punctul M este interior cercului, dreptele AM si
BM vor mai intersecta incd o data cercul in punctele C, respectiv D
(C €C(O,r), D € C(O,r)). Asadar, punctul M se afld la intersectia
coardelor [AC] si [BD]. Unind punctele C si B se obtine triunghiul
AMC B pentru care <AM B este unghi exterior. Aplicand propri-
etatea unghiului exterior unui triunghi de a avea masura egald cu
suma madsurilor unghiurilor triunghiului, neadiacente lui, rezulta:

m(<AM B) = m(<MCB) +m(<CBD).

Deoarece unghiurile <M CB si <CBD sunt unghiuri cu varful pe
cerc, masurile lor sunt egale cu jumatate din masura arcului pe care
il subintind, adica:

1 - = —_—
m(<MCB) = §m(AxB) sim(<CBD) = %m(C’yD).

Definitia 4.25. Un unghi al cirui virf se aflid intr-un punct exte-
rior cercului iar laturile lui sunt secante sau tangente se numeste unghi
cu varful in exteriorul cercului.
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FIGURA 25. Unghi cu varful in exteriorul cercului

Teorema 4.26. Misura unui unghi cu varful in exteriorul cercului
este egalid cu modulul semidiferentei arcelor de cerc cuprinse intre laturile
unghiului.

DEMONSTRATIE. Se considera unghiul <AM B cu varful in ex-
teriorul cercului C(O,r), A € C(O,r), B € C(O,r).

>
>
v}
w @]

B
Caz2 Caz 1 Caz3

FIGURA 26. Mdsura unghiului cu varful in exteriorul cercului

Caz 1. ambele laturi ale unghiului sunt secante
Caz 2. o laturd este secantd si una tangentd
Caz 3. laturile sunt tangente.
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Caz 1. Laturile unghiului <AM B fiind secante, au cate doud
puncte comune cu cercul,

[MA]NC(O,r) = {D},[MB]nC(O,r) = {CY}.

Se unesc A cu C si se obtine triunghiul AM AC pentru care <AC'B
este unghi exterior. Atunci, conform Teoremei (4.22):

m(<AMC) = m(<ACB) — m(«MAC) =

1 —_ ]_ P
= im(AxB) — §m(DyC).
Caz 2. O laturd a unghiului <AM B este tangenta si o latura

este secantd, deci are doud puncte comune cu cercul. Dreapta M A
este tangentd cercului si [M B] N C(O,r) = {C}. Fie S un punct pe
tangentd, asa incat A se gaseste intre S si M. Se unesc punctele A
si B si se obtine triunghiul AAM B pentru care <SAB este unghi
exterior. Folosind Teoremele si (4.21), se obtine:

m(<AMB) = m(<SAB) — m(<ABM) =
= em(AxB) ~ Jm(AC).

Caz 3. Se considerd secanta M D, D € C(O,r), [MD semi-
dreaptd interioard unghiului. Se descompune unghiul <AM B in
doua unghiuri <AMD si <DM B cu o laturd tangenta cercului si o
laturd secantd. Se aplica Cazul 2.

3. Patrulater inscris si circumscris

Asa cum am vdzut in Capitolul 3, un patrulater este un caz
particular de poligon. Din acest motiv, vom prezenta poligoanele
inscrise si circumscrise si vom demonstra cateva dintre proprieta-
tile acestora.

Definitia 4.27. Daci un poligon are vdrfurile puncte ale unui cerc,
atunci poligonul se numeste poligon inscris (sau poligon inscriptibil)
in cerc iar cercul se numeste circumscris poligonului.

Daci laturile unui poligon sunt tangente unui cerc, atunci se nu-
meste poligon circumscris cercului iar cercul se numeste inscris in po-
ligon.
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Patrulaterul inscris in cerc este patrulater convex.

Teorema 4.28. Fie poligonul convex notat A1 A, ... A,. Atunci, el
poate fi inscris intr-un cerc dacd si numai daci mediatoarele laturilor sale
sunt concurente.

DEMONSTRATIE. Se vor nota mediatoarele laturilor [4;A4;] cu
mij.

Presupunem cd poligonul este inscris in cercul de centru O
si razd r, C(O,r). Atunci [O4;] = [OA,], pentru orice i,j = 1,n.
Aceasta Insemnd cd pentru oricare laturd [A4;A4;.,] a poligonului,
[OA;] = [OA;i11], adicd O se gdseste pe mediatoarea m;;;, pentru
orice i = 1,n, A,41 = A;y. Altfel spus, O este punct comun tuturor
mediatoarelor laturilor poligonului, adica mediatoarele sunt con-
curente.

Reciproc, daca mediatoarele poligonului convex sunt concu-
rente Intr-un punct O, acesta are proprietatea ca [OA;] = [OAi11],
pentru orice i = 1,n, A, 11 = A;. Deci, varfurile poligonului apar-
tin unui cerc cu centrul in O si raza [OA;].

Teorema 4.29. Fie poligonul convex, notat A1 A, ... A,. Atunci, el
poate fi circumscris unui cerc daci i numai dacd bisectoarele unghiurilor
sale sunt concurente.

DEMONSTRATIE. Presupunem cd poligonul este circumscris cer-
cului C(O, r). Atunci,

d(O,A1As) =d(0, Ay As) = --- =d(0, A, Ay),

deci punctul O se gaseste pe bisectoarele unghiurilor poligonului.
Reciproc, presupunem cd bisectoarele unghiurilor poligonu-
lui sunt concurente in punctul O. Atunci,

d(O, AlAg) - d(O, AQAg) = d(O,AnAl)
Aceasta Inseamna laturile poligonului sunt tangente cercului care
are centrul in O si razd d(O, A, A,).
Teorema 4.30. Dacid A1 A, . .. A, este un poligon regulat, atunci el
poate fi si inscris intr-un cerc si poate fi si circumscris unui cerc.
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DEMONSTRATIE. Fie A;A;... A, un poligon regulat, deci toate

laturile si toate unghiurile sunt congruente.
o

N

Ay Aj
FIGURA 27. Poligon inscris si circumscris

Se considera mediatoarele laturilor [A; As] si [A2A3]. Acestea
sunt concurente in punctul O. Folosind proprietatea punctelor me-
diatoarei unui segment, rezultd [OA;] = [OA;] = [OA;]. Deoa-
rece avem si congruenta [A; Ay] = [AyA;], rezultd, conform cazului
(L.L.L), congruenta triunghiurilor AA;0A4;, = AA,OAs. In plus,
aceste triunghiuri sunt si isoscele si unghiurile de la baza sunt con-
gruente <OA;A; = <0AA; = <0AA; = <0OA3A,. Deoarece
qAy = <As, rezultd <OA3A; = <OA3A,. Se obtine astfel congru-
enta AOAyA; = AOA3A, (L.U.L), de unde rezultd [OA3] = [OA,],
adica O se afla si pe mediatoarea segmentului [A3A4,]. In mod ana-
log, se aratd cd O se gdseste pe mediatoarele tuturor laturilor po-
ligonului, ceea ce iInseamna cad poligonul poate fi inscris in cerc,
conform Teoremei (4.28).

Din congruenta triunghiurilor isoscele

AA1OA, = AAOA3 = ... AA,10A, = AA,OA,,

rezultd cd OA;, Vi = 1, n, sunt bisectoarele unghiurilor <A;. Deci
O este si punctul de concurentd al bisectoarelor unghiurilor poli-
gonului. Conform Teoremei (¢.29) poligonul poate fi circumscris
unui cerc.
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Particularizam poligoanele la n = 4. Obtinem astfel patrula-
tere care pot fi inscrise in cerc, patrulatere care pot fi circumscrise
unui cerc si verificd proprietdtile mentionate anterior.

In plus, pentru patrulatere inscriptibile sunt adevarate si ur-
matoarele rezultate.

Teorema 4.31. Dacdi un patrulater convex este inscris in cerc atunci
diagonalele sale formeazd, cu doud laturi opuse, unghiuri congruente.

DEMONSTRATIE. Se observa ca doud unghiuri formate de di-
agonale si laturile opuse subintind acelasi arc de cerc, deci sunt
congruente (vezi figura (28)).

B

D

FIGURA 28. Proprietati ale patrulaterului convex inscriptibil

Teorema 4.32. (Reciproc) Un patrulater in care unghiurile formate
de diagonale cu doud laturi opuse ale lui sunt congruente este un patru-
later inscriptibil.

DEMONSTRATIE. Se stie ca trei puncte determind un cerc. Con-
sideram cercul determinat de punctele A, D, C, notat C. Presupu-
nem cd 5 nu se afla pe cerc. Distingem doud cazuri: B in interiorul
cercului, respectiv in exteriorul cercului. Ambele cazuri se demon-
streazd identic.

Presupunem cd B este exterior cercului. Atunci, cel putin
unul dintre segmentele [BA]| si [BC| intersecteazd a doua oard cer-
cul. Presupunem ca BC NC = {E£}. Cum E € C, rezultd AECD
inscriptibil.
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FIGURA 29. Proprietdti ale patrulaterului convex inscriptibil

Conform Teoremei (4.31), <DAC = <DEC. Dar, din ipoteza
avem <DAC = <DBC. Se obtine: <DBC = <DEC. Deoarece
unghiul <DEC este exterior triunghiului ADEB, rezulta

m(<DEC) = m(<DBE) + m(<BDE).

Asadar, m(<BDFE) =0, adicd B = E.

Daca presupunem cd punctul B este interior cercului, se pre-
lungeste diagonala BD pand intersecteazd cercul, DB N C = {G}.
Rationamentul este similar cazului anterior, considerandu-se con-
gruenta unghiurilor:

<DAC = «DBC si <DAC = <DGC.

Teorema 4.33. Un patrulater convex inscris intr-un cerc are un-
ghiurile opuse suplementare.

DEMONSTRATIE. Se considerd ABC'D un patrulaterul convex,

inscris in cercul C(O, ).
Folosind Teorema (4.22)), se obtine:

m(DCB) + m(DCB)
2

m(<<DAB) +m(<BCD) = = 180°.
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FIGURA 30. Proprietati ale patrulaterului convex inscriptibil

Particularizand Teorema(4.28) si Teorema (4.29) la cazul pa-
trulaterelor, se obtin urmatoarele rezultate:

Teorema 4.34. Un patrulater convex poate fi inscris intr-un cerc
dacid mediatoarele laturilor sale sunt concurente. Reciproc, daci un pa-
trulater convex este inscris tntr-un cerc, atunci mediatoarele laturilor sale
sunt concurente.

DEMONSTRATIE. Implicatia directd: stim ca mediatoarele latu-

rilor patrulaterului ABC'D sunt concurente in O.
B

D
FIGURA 31. Proprietati ale patrulaterului convex inscriptibil
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Atunci avem congruenta [OA] = [OB] = [OC] = [OD]. Deci
varfurile apartin unui cerc de raza r = OA.

Implicatia reciprocd: dacd patrulaterul are varfurile pe un cerc
C(O,r), atunci [OA] = [OB] = [OC] = [OD]. Deci O se afld pe me-
diatoarele laturilor patrulaterului, adica mediatoarele sunt concu-
rente.

Teorema 4.35. Un patrulater convex poate fi circumscris unui cerc
dacd bisectoarele unghiurilor sale sunt concurente. Reciproc, dacid un pa-
trulater convex este circumscris unui cerc atunci bisectoarele unghiurilor
sale sunt concurente.

D
FIGURA 32. Proprietati ale patrulaterului convex circum-
scris unui cerc

DEMONSTRATIE. Implicatia directd: presupunem cd bisectoa-
rele unghiurilor patrulaterului ABC'D sunt concurente in O. Dar,
punctele de pe bisectoarea unui unghi sunt egal depdrtate de latu-
rile unghiului. Astfel avem:

d(0, AB) = d(O, BC) = d(O, DC) = d(O, AD) = r.

Cercul de centru O si raza r este tangent fiecarei laturi a patrulate-
rului.

Implicatia reciprocd: dacd patrulaterul ABC'D are laturile tan-
gente cercului C(O, r), atunci

d(0, AB) = d(0, BC) = d(0, DC) = d(O, AD) = r.
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Deci O se afla pe bisectoarele unghiurilor patrulaterului.

Lungimea unui cerc este acel numar real, pozitiv cdtre care tinde
perimetrul oricdrui poligon inscris in cerc si circumscris cercului,
cand lungimile laturilor poligoanelor tind toate citre zero.

Lungimea cercului de raza r este

L = 27nr.

Intr-un cerc de raza r, lungimea unui arc de cerc de masurd u°
este

(o]

180°
Aria unui cerc de razd r este numadrul real, pozitiv catre care
tinde aria oricarui poligon inscris in cerc si circumscris cercului,
cand lungimile laturilor poligoanelor tind toate citre zero.
Aria cercului de razd r este

A = 2.

Definitia 4.36. Se numeste sector de cerc o portiune din interiorul
unui cerc cuprinsd intre doud raze ale sale.

Aria unui sector de cerc cu razd r ce corespunde unui arc cu

masura u° este

r2°

S

FIGURA 33. Sector de cerc

Definitia 4.37. Se numeste segment circular o portiune din inte-
riorul unui cerc cuprinsd intre un arc de cerc gi coarda care subintinde
acel arc de cerc.
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FIGURA 34. Segment circular

4. Puterea unui punct fata de un cerc. Axa radicala

Teorema 4.38. Daci dintr-un punct fix M, nesituat pe un cerc dat,
ducem o secanti ce taie cercul in A, B, atunci produsul M A - M B este
aceeasi pentru toate secantele ce trec prin M.

DEMONSTRATIE. Punctul M se poate gdsi in una dintre cele
doua situatii:

M

D
Caz 1 Caz 2

FIGURA 35. Puterea unui punct fata de un cerc

Caz 1. M este in interiorul cercului.

Caz 2. M este in exteriorul cercului.

Ambele cazuri rezultd din asemadnarea triunghiurilor: AM BC
si AMAD.

Intr-adevir, in ambele cazuri, <M BC = <M DA (subintind

arcul AC), iar <BMC = <DM A. Rezults urmitoarele rapoarte de
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asemanare:

MB MD
Definitia 4.39. Fie M un punct si C(O,r) un cerc.

1. Daci M este in exteriorul cercului, numim puterea lui M fata
de cerc valoarea M A - M B, unde A si B sunt intersectiile unei
drepte oarecare, ce trece prin M, cu cercul, luati cu semnul plus.

2. Daci M este pe cerc, spunem ci puterea lui M fata de cerc este
zero.

3. Daci M este in interiorul cercului, numim puterea lui M fatd
de cerc valoarea M A - M B, unde A si B sunt intersectiile unei
drepte oarecare, ce trece prin M, cu cercul, luatid cu semnul mi-
nus.

Observatia 4.40. Daci se cunoaste raza cercului C(O,r) si dis-
tanta de la punctul M la centrul cercului se poate determina expresia
puterii punctului M fatd de cerc.

Daci M este interior cercului, se considerd diametrul [E'F| ce trece
prin M, M € [OE]:

~ME-MF = —(r —OM)(r + OM) = OM? — r°.

FIGURA 36. Caz: M interior cercului

Dacid M este exterior cercului, consideram diametrul [EF], astfel
incat E € [MF:

ME -MF = (OM —1)(OM + 1) = OM? — r*.
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FIGURA 37. Caz: M exterior cercului

Daci MT este tangenti la cerc, atunci

MT? = OM?* — 2.

FIGURA 38. Caz: M apartine tangentei cercului

Puterea punctului se noteazd cu p(M ). Asadar, oricare ar fi punctul
M din planul cercului, p(M) = OM?* — r?.

Observatia 4.41. Se considerd doud cercuri C1(Oq,11) $i C2(Os,13),
Oy # O,. Se pune problema determindrii multimii de puncte din plan
care au puteri egale fatd de cele doud cercuri, adica:

OlMQ—T% 202M2—T§.

Presupunem ci ry > ro. Conditia Oy M? — r} = Oy M? — 13 se mai
scrie echivalent Oy M? — Oy M? = r? — r3.
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Deoarece 11 si o sunt constante si vy > 19, se va nota constanta
r?—ri=kk>0.

Asadar, trebuie gisitd multimea punctelor din plan pentru care di-
ferenta patratelor distantelor la doud puncte fixe este constantd.

M

FIGURA 39. Axa radicald

Se considerd O mijlocul segmentului [O10,) si N proiectia punctu-
lui M pe dreapta O10,. Deoarece k > 0, k € R ,O,M > O;M, deci
punctul N € (OO,).

Se aplicd teorema lui Pitagora generalizatd in triunghiurile AM O, 0
st AMOO,. Se obtin relatiile:

MO? = MO? + 007 — 2MO - OO, cos(<MOO;)

MO? = MO?+ 002 — 2MO - 00, cos(<MOO,)

Se scade a doua relatie din prima si rezulti:
= 20N - 0,0,.

Asadar, lungimea segmentului [ON| este egalii cu , deci este

k
20109
constantd.

Punctele M ce verifici ON =
diculard in N pe O10s.

20.0, se gisesc pe dreapta perpen-

125



Reciproc, daci se considerd dreapta determinati de centrele celor

doud cercuri, 0104 si punctul N € 010y, cu ON = si se con-

k
20,0,
struieste dreapta h L O10,, N € h, se demonstreazi cd oricum am alege
un punct M € h, acesta verifici relatia Oy M? — O M? = k.

Intr-adevir, daci se considerdi mijlocul O al segmentului [O;0,]
si se scrie teorema lui Pitagora generalizatd in triunghiurile AMO,0
si AMOQO,, calculind diferenta celor doud relatii obtinute si folosind

k
N=—_ ] M? — O,M? = k.
O 50,05’ se obtine O O- k

Multimea punctelor gdsitd in observatia anterioarad se numeste
axa radicali a cercurilor si este o dreaptd perpendiculard pe dreapta
centrelor celor doua cercuri.
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CAPITOLUL 5

Probleme. Triunghi

1. Congruenta triunghiurilor. Cazuri de congruenta

1.1. Probleme rezolvate

Exercitiul 5.1. ([20]) Pe laturile unghiului <AOB se consideri
punctele M si N astfel incit OM = ON, apoi punctele P si () astfel incit
OP = 0Q, M,P € OA,N,Q € OB. Aritati ci <MOT = <NOT,
unde MQN NP ={T}.

Solutie: Din informatiile oferite in ipoteza (vezi figura (1)) se

FIGURA 1. [24]
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poate observa ca:

{ [OM] = [ON]
AMOQ = ANOP{ <MOQ = <NOP
[0Q] = [OP]

Cele douad triunghiuri sunt congruente conform cazului de congru-
entd LU L. Deducem ca:

{ <OPN = <0QM
<ONP =<10M@Q
Avem si:

[NQ] = [MP]

ANTQ = AMTP{ <NTQ = <MPT
STNQ = <TMP

Am utilizat In congruenta de mai sus [N Q| = [M P] deoarece:
NQ =0Q — ON
MP=0P—-0OM

De asemenea, <I'N(@) = <T'M P deoarece sunt suplementele unor
unghiuri cu méasuri egale.

Astfel, obtinem ca cele doua triunghiuri sunt congruente con-
form cazului de congruenta (U.L.U) . De aici:

[NT] = [MT)
Dar,
{ [ON] = [OM]
AONT = AOMT{ [NT|=[MT)]
|OT) = [OT)

Astfel, obtinem cd cele doua triunghiuri sunt congruente conform
cazului de congruentd (L.L.L). In concluzie, obtinem:

<NOT = <MOT

Ceea ce trebuia s demonstram. O
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Exercitiul 5.2. ([211) [n triunghiul AABC dreptunghic in care
m(<BAC) = 90°, notam cu M mijlocul laturii [AC]. Perpendiculara in
M pe AC intersecteazi pe BC in E si perpendiculara in C pe BC'in F.
Perpendiculara in E pe AE intersecteazd pe AB in punctul P. Aritati
ci: CF = EP.

Solutie: In tigura (2), avem:

FIGURA 2. [24]

[AM] = [CM]
AAEM = ACEM { <AME = <CME
{ [ME] = [ME]

Cele douad triunghiuri sunt congruente conform cazului de congru-
entd (L.U.L). Deducem astfel ca:

{ [AE] = [CE]
SMAE = <MCE

Din figura (2) observam ca:

m(<EAP) =90° — m(<MAE)
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Dar, in triunghiul AMEC avem:
m(<MEC) =90° — m(<MCE)

Astfel, se obtine: m(<EAP) = m(<CEF).
In final
JAEP = <ECP
AAEP = AECF [AE] = [CE]
<EAP = <ECF

Cele doua triunghiuri sunt congruente conform cazului de congru-
entd (U.L.U) si rezulta ca:

[EP] = [CF]
Ceea ce trebuia sd demonstram. O

Exercitiul 5.3. (G.M.-B nr.10/2016 [23]) Fie ABCD un pitrat,
punctul M simetricul lui B fatid de punctul A si N € (AC') astfel incit
m(<AMN) = 15°. Aritatici MN = AC.

Solutie: Construim simetricul lui D fata de A, notat cu P (vezi
tigura (3)).

D C

FIGURA 3. [24]
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Avem egalitatea: AD = AP. Dar, din ipotezd stim ca punctul
M este simetricul lui B fatd de A, deci AB = AM. Deducem ca:
AM = AP. Astfel, avem:

[AM] = [AP]
AANM = AANP{ <MAN = <PAN
{ [AN] = [AN]

Cele doua triunghiuri sunt congruente conform cazului de congru-
entd (L.U.L) si obtinem :
{ [MN] = [PN]
<MNA=<ENA

Avem si congruenta:

[MA] = [AB]
AMAP = AABC{ <MAP = <ABC
[AP] = [BC]
conform cazului de congruenta (L.U.L) si rezulta:
(M P] = [AC]

Dar, din ipotezd cunoastem m(<AMN) = 15°, rezultd ca:
m(<MNA) = 180° — 15° — 135° = 30°

Astfel, se obtine m(<M N P) = 60°. In concluzie, AM N P este echi-
lateral, deci
MP=MN = MN = AC.

Ceea ce trebuia sd demonstram. O
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1.2. Probleme propuse

Exercitiul 5.4. ([15]) Fie xOy un unghi (figura (4)). Pe latura Ox
se ia un punct oarecare A si se construieste un arc de cerc cu centrul
in A care intersecteazi latura Oy in doud puncte B si C. Triunghiurile
AAOB si AAOC au cite doud laturi congruente si un unghi congruent.
Totusi, ele nu sunt congruente. Este acest lucru in contradictie cu cazul
de congruentd (L.U.L) ?

FIGURA 4. [24]

Exercitiul 5.5. ([22]) Fie A’ si B’ simetricele punctelor A si B in
raport cu un punct O, adicid O este mijlocul segmentelor [AA’] si [BB'].
Si se arate cii [AA'] = [BB'].

Exercitiul 5.6. ([20]) Pe laturile unghiului <AOB se considerd
punctele M si N astfel incit OM = ON, punctele P si () astfel incit
OP = 0Q,unde M, P € OAsi N,Q € OB. Daci MQN NP = {T},
ardtati cd <MOT = <NOT.

Exercitiul 5.7. ([19]) Pe laturile unui triunghi oarecare AABC
construim, in exterior, triunghiurile echilaterale AACD, ABCE si AABF.
Sd se arate ca:

|AE] = [BD] = [CF].
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Exercitiul 5.8. ([9]) In triunghiul dreptunghic AABC, se cunosc
m(<A) = 90°, AC' = 4em, AB = 3cm. Fie M € CA (Aintre C si M)
si N € AB (B intre A si N), astfel incit AM = 3cm si BN = lem.
Stabiliti dacd:

a) [MN] = [BC);

b) <M NA = <ABC.

Exercitiul 5.9. ([22]]) In doud triunghiuri AABC' si AA'B'C' avem:

[AB] = [A'B'], <A = <A, AC < A'C'
Sd se arate ci: m(<(B) < m(<B’).

Exercitiul 5.10. (G.M.-B nr.3/2017 [23]]) Pe latura [BC| a triun-
ghiului obtuzunghic isoscel AABC, (AB = AC'), se considerd punctul
M astfel incit [BM] = [AC), iar pe latura [AB)] se considerd punctul

N astfel incat [BN| = [MC]. Daci m(<MOT) = 40°, aflati mdsurile
unghiurilor triunghiului AABC.
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2. Drepte importante in triunghi

2.1. Probleme rezolvate

Exercitiul 5.11. ([10]) fn triunghiul AABC, se stie ci BB’ si CC"
sunt indltimi, iar m(<<A) = 60°. Fie H ortocentrul triunghiului. Daci T
este simetricul lui H fatid de AC atunci, ardtati cd AHTC este echilateral.

Solutie: In triunghiul AAC'C, figura (5), deoarece C'C’ este

FIGURA 5. [24]

indltime, se observa ca: m(<ACC") = 30°.
Din informatiile oferite in ipoteza se poate demonstra:

[HB']| = [TB]
AHB'C = ATB'C{ <HB'C = <TBC
[B'C] = [B'C]

Cele doua triunghiuri sunt congruente conform cazului de congru-
entd (L.U.L). Deducem ca:

<HCB =<«TCH
In triunghiul AB'HC se observa ca:
m(<B'HC) = 60°

De asemenea, m(<HTC) = 60°.
Astfel, obtinem ca AHTC este echilateral.
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Ceea ce trebuia sd demonstram. O

Exercitiul 5.12. ([21]) [n triunghiul isoscel AABC cu AB = AC,
construim itndltimea BD, D € AC si bisectoarea BE, E € AC, a un-
ghiului <ABD.

Aritati cd m(<EBC) = 45°.

Solutie: In triunghiul EBC, din figura (6), avem:

A

FIGURA 6. [24]

m(<EBC) = m(<EBD) + m(<DBC)
In triunghiul AABD, avem:
m(<<ABD) = 90° — m(<BAD),

ceea ce implica:

90° — m(<BAD) 45° m(<BAD)
2 T

In triunghiul ADBC, avem:
m(<DBC) = 90° — m(<BCD)
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In triunghiul AABC, avem:

BA
m(<ACB) = 90° — M
Astfel, se obtine:
m(<DBC) = w

In concluzie:
m(<EBC) = 45°
Ceea ce trebuia sd demonstram. O

Exercitiul 5.13. (G.M.-B nr.11/2017 [23]]) In triunghiul AABC,
cu m(<B) = 70° si m(<C) = 30° construim indltimea AD si bisectoa-
rea AE a unghiului <A, cu D, E € (BC). Aritati cd punctul D este
mijlocul segmentului BE.

Solutie: Din ipotezd cunoastem cd m(<tB) = 70° si m(<C) =
30° (vezi figura (7)).

D E

FIGURA 7. [24]

Astfel, avem:
m(<A) = 180° — m(<aB) — m(<C),
de unde rezultd m(<A) = 80°.
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Deoarece, dreapta AE este bisectoarea unghiului <A, rezulta
cd m(<EAC) = 40°. Unghiul <AEB este unghi exterior pentru
triunghiul AAEC. Astfel, avem:

m(<AEB) = 70°
Deducem cé:
<ADB = <ADFE
AADB = AADE ¢ [AD] = [AD]
a<BAD = <FAD

Cele doua triunghiuri sunt congruente conform cazului de congru-
entd (U.L.U). Obtinem astfel ca :

[BD] = [DE]

Ceea ce trebuia s demonstram. OJ
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2.2. Probleme propuse

Exercitiul 5.14. ([15]) [ntr-un triunghi AABC, AB = 5cm si
AC = 9em. Fie xy mediatoarea laturii [BC| si xy N AC = {D}. Sd se
determine perimetrul triunghiului AABD.

Exercitiul 5.15. ([22]) Si se demonstreze ci o mediand a unui tri-
unghi este mai micd decit semisuma laturilor care pleacd din acelagi virf.

Exercitiul 5.16. ([21]) In triunghiul AABC construim bisectoarea
AD, D € (BC) si avem BD = DA = AC. Determinati mdsurile
unghiurilor triunghiului AABC.

Exercitiul 5.17. ([22]) Si se demonstreze ci bisectoarele suplemen-
telor a doud unghiuri ale unui triunghi si bisectoarea unghiului al treilea
sunt concurente.

Exercitiul 5.18. ([15]) [n figura (8), Oz este bisectoarea unghiului
<xOy. C € Oz, CA L Ox, CB 1L Oy. Aritati ci <CAB = <CBA.

X

A
/ |
o \ C
B
Yy

FIGURA 8. [24]

Exercitiul 5.19. (G.M.-B nr.5/2018, Supliment cu exercitii [23]) In
triunghiul AABC cu m(<<BAC) = 60°, bisectoarea unghiului <BAC
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intersecteazid mediatoarea segmentului [AC] in punctul D. Notiam cu M
mijlocul segmentului AC' si {N} = CD N AB. Demonstrati ci:

a) MN L AD;

b) CN =2A0, unde {O} = ADN MN.

Exercitiul 5.20. (G.M.-B nr.9/2018 [23]) Fie AABC un triunghi
oarecare. Punctele M, N apartin dreptei BC' astfel incit B € (MC),
MB = ABsiC € (BN), NC = AC. Perpendiculara din B pe AM se
intersecteazi cu perpendiculara din C' pe AN in P. Aritati ci AP este
bisectoarea unghiului <BAC.
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3. Triunghi isoscel

3.1. Probleme rezolvate

Exercitiul 5.21. ([15]) Intr-un triunghi isoscel AABC, in care
[AB] = [AC] se duc medianele BD si CE, D € AC si E € AB, notim
cu F intersectia lor. Si se demonstreze:

a) [BD] = [CE];
b) «DBC = <ECB;
o) [FB]|=[FC];

d) [FD] = [FE];
e) <FED = <FDE.

Solutie:

FIGURA 9. [24]

a) Din datele oferite in ipoteza, AABC este isoscel (vezi figura
(9)), putem demonstra ca:

[DC] = [EB]
ADBC = AECB<{ <DCB =<FEBC
{ [BC| = [BC]
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Cele doua triunghiuri sunt congruente conform cazului de congru-
entd (L.U.L). Deducem ca:

[BD] = [CE]
b) Congruenta <DBC = <ECB rezulta din congruenta triun-

ghiurilor ADBC = AECB demonstratd la punctul a).
c) In triunghiul AFBC se observi ca:

<FBC =<FCB
Astfel, obtinem ca AF BC' este isoscel, adica:
[FB] = [FC]

d) Din punctul a) cunoastem ca [BD] = [C'E], iar din punctul
C) [F'B] = [FC]. Astfel:
FD=BD — BF
FE=CFE-CF

Rezulta relatia: [F'D] = [FE].
e) Deoarece triunghiul AFED este isoscel (vezi punctul d)),

deducem ca:
<FED =<«FDF

Ceea ce trebuia sd demonstram. O

Exercitiul 5.22. ([211]) In triunghiul isoscel AABC, cu laturile de
lungimi egale AB = AC, fie P un punct pe baza [BC|] diferit de mij-
locul acesteia. Perpendiculara in P pe BC' intersecteazi pe AB in E si
respectiv pe AC' in F. Aritati ci triunghiul AAEF este isoscel.

Solutie: In triunghiul AEPB, din figura (10), avem:

m(<BEP) =90° — m(<ABC)
In triunghiul AFCP, avem:
m(<CFP) =90° — m(<ACB)
Dar, se observa ca:
<CFP=<FEFA
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FIGURA 10. [24]

deoarece aceste unghiuri sunt opuse la varf. Se obtine ca:
m(<EFA) =90° — m(<ACB)
Deoarece triunghiul AABC este isoscel, rezulta:
m(<<ABC) = m(<ACB)
Astfel, se obtine:
JAEP = <AFE

In concluzie, AAEF este isoscel.
Ceea ce trebuia sd demonstram. O

Exercitiul 5.23. ([9]) Fie AABC un triunghi isoscel, [AB] = [AC]
si AD L BC, D € (BC). Daci avem congruenta <KADP = <ADR,
unde P € (AB) si R € (AC), aritati cd dreptele AD si PR sunt per-
pendiculare.
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Solutie: In triunghiul AABC, AD | BC (vezifigura (11)), indl-
timea corespunzatoare bazei unui triunghi isoscel este si bisectoa-
rea unghiului <A. Deducem ca:

<BAD = <CAD.
Comparam triunghiurile

<JADP = <ADR
AADP = AADR{ [AD] = [AD)]
<PAD = <RAD

Cele douad triunghiuri sunt congruente conform cazului de congru-
entd (U.L.U) si obtinem :

[AP] = [AR]

A

FIGURA 11. [24]

Acest rezultat ne conduce la concluzia ca AAPR este isos-
cel. In acest triunghi [AD este bisectoarea unghiului <P AR, agadar
AD 1 PR.

Ceea ce trebuia sa demonstram. O
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3.2. Probleme propuse

Exercitiul 5.24. ([15]) Se considerd un triunghi isoscel AABC,
[AB]| = [AC]. Pe latura [AB] se considerd un punct M si pe latura [AC)|
un punct N, astfel incit [BM] = [CN] si BN N CM = {P}. Si se
demonstreze:

a) [BN] = [CM];

b) [PB] = [PC];

c) AP este bisectoarea unghiului <A.

Exercitiul 5.25. ([9]]) Se considerd un triunghi isoscel AABC, cu
[AB] = [AC], in care se construieste bisectoarea [AD|, D € BC. Stiind
cd perimetrul triunghiului AABC este egal cu 18cm, iar perimetrul tri-
unghiului AABD este egal cu 12cm, sd se calculeze lungimea bisectoarei
AD.

Exercitiul 5.26. ([12]]) Intr-un triunghi isoscel AABC, in care
[AB] = [AC)|, se considerd AH iniltimea sa din A si P un punct oa-
recare pe baza BC, P # H. Perpendiculara in P pe bazi intersecteazi
dreptele AB si AC' in punctele M si, respectiv, N. Si se arate ci:

a) triunghiul AAM N este isoscel;
b) 2AH = MP + NP.

Exercitiul 5.27. ([9]) Se consideri punctele B, D, F, E, C coliniare
(vezi figura (12)), A un punct care nu se afli pe dreapta BC', cu propri-
etatile [AB] = [AC|, <BAE = <CAD si <BAF = <CAF. Si se
demonstreze ci:

a) <DAF = <FAF;

b) m(<AFB) = 90°%

c) punctul F este mijlocul segmentului [BC/;

d) [AD] = [AE);

Exercitiul 5.28. (G. M.-B nr. 3/2017 [23]) In triunghiul isoscel
AABC cu AB = AC, punctul D este simetricul punctului B fatd de
punctul C' si punctul E este simetricul punctului B fatd de dreapta AD.

Ardtati cd <BAD = <FCD.
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FIGURA 12. [24]

Exercitiul 5.29. ([2]) In triunghiul oarecare AABC' se consideri
punctul M € AB astfel incat AM = AC si punctul N € AC astfel
incat AN = AB. Sd se arate cid punctul I de intersectie dintre BC' si
M N se giseste pe bisectoarea unghiului <A.

Exercitiul 5.30. (G.M.-B nr.6-7-8/2018 [23]]) Se consideri segmen-
tele congruente [AB], [BC] si [AD], cu punctul D € (BC). Aritati ci
mediatoarea segmentului [DC', bisectoarea unghiului <ADC si dreapta
AC sunt concurente.
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4. Triunghi echilateral

4.1. Probleme rezolvate

Exercitiul 5.31. ([21]]) In triunghiul echilateral AABC, notim cu
M mijlocul laturii [BC]. Construim M D 1 AC, D € (AC) si prelun-
gim segmentul [M D] cu segmentul [DE] congruent cu el. Demonstrati
cd triunghiul AAM E este echilateral.

Solutie: In triunghiul AAMFE, figura (13), avem MD 1 AC,

A

FIGURA 13. [24]

adicd [AD] este indltime in AAME. Dar, din ipoteza stim ca:
[MD] = [DE],

de unde deducem cd [AD] este mediand in AAME. Astfel, putem
spune ca AAM E este isoscel. Obtinem:

m(<MAE) = 2m(<MAC)

In triunghiul ABAC, AM este mediand, deci este si bisectoarea
unghiului <BAC'. Deducem astfel ca:

m(<MAC) = 30° si m(<MAE) = 60°.

Astfel, obtinem ca AAM E este echilateral.
Ceea ce trebuia sd demonstram. O
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Exercitiul 5.32. ([9]) Fie I intersectia bisectoarelor unghiurilor
<ABC si, respectiv, <ACB ale triunghiului echilateral AABC. Si se
arate cd triunghiul AT AB este isoscel.

Solutie: In triunghiul AABC, din figura (14), [CE este bisec-
toarea unghiului <ACB. De unde deducem cd [C'E este si media-
toarea laturii [AB] a triunghiului AABC'. Deci:

[AE] = [EB]

m(<AET) = m(<BEI) = 90°

{ [AE] = [EB]
AIAE = AIBE{ <AEI = <BEI
[IE] = [IE]

Cele doud triunghiuri sunt congruente conform cazului de congru-
entd LU L si obtinem :
[AI] = [BI]

In concluzie, triunghiul ATAB este isoscel. Ceea ce trebuia s&
demonstram. O
A

FIGURA 14. [24]
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Exercitiul 5.33. ([9]) In triunghiul isoscel AABC, indltimea AD,
D e BC formeazi cu latura [AC| un unghi a cirei mdsurd este egald cu
30°. Sd se calculeze mdasurile unghiurilor triunghiului AABC.

Solutie: Din ipotezad cunoastem ca m(<B) = m(<C) si AD L
BC (vezi figura (15)). Astfel, AD este bisectoarea unghiului <4,
deci:

m(<A) =2-30° =60°

In concluzie, triunghiul isoscel cu un unghi cu masura egald cu 60°
este un triunghi echilateral.

Ceea ce trebuia sa demonstram. O

A

D

FIGURA 15. [24]
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4.2. Probleme propuse

Exercitiul 5.34. ([17]) Se considerd triunghiul echilateral AABC
si un punct M pe latura [BC|. Din M se duce perpendiculara M P pe
AC, care intdlneste prelungirea laturii [AB] in D. Si se arate cd are loc
[MB] = [BD].

Exercitiul 5.35. (G.M.-B nr.4/2018, Supliment cu exercitii [23])
In triunghiul ascutitunghic AABC, bisectoarea unghiului <A intersec-
teazi dreapta BC' in D. Dacid M si N sunt simetricele punctului D fati
de dreptele AB, respectiv AC, iar triunghiul AM AN este echilateral,
determinati masura unghiului <BAC.

Exercitiul 5.36. ([15]) In figura (16), triunghiul AABC este echi-
lateral, iar [AD] = [BE]| = [CF)|. Si se demonstreze ci triunghiul
ADEF este echilateral.

FIGURA 16. [24]

Exercitiul 5.37. ([21]) Pe laturile [AB)], [BC] si respectiv [C'A] ale
triunghiului echilateral AABC' se considerd punctele M, N si respectiv
P diferite de mijloacele laturilor astfel incit [AM| = [BN] = [CP).
ANNCM = {D}, ANNBP = {E} si BPNCM = {F}. Demonstrati
cd triunghiul ADEF este echilateral.

Exercitiul 5.38. ([17]) Se di un triunghi AABC' in care mdsura
unghiului <CAB este egali cu 60°. [ndltimile BB' si CC' se inter-
secteazi in H, iar bisectoarea unghiului <CAB intersecteazi cele doud
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indltimi in O gi respectiv E. Si se demonstreze cd triunghiul AOEH
este echilateral.

Exercitiul 5.39. ([9]) [n triunghiul echilateral AABC punctele M
si N apartin laturilor [AB], respectiv [AC, astfel incit [BM] = [AN].
Dreptele BN si C'M se intersecteazi in punctul P. Calculati mdsura
unghiului <N PC.

Exercitiul 5.40. (G.M.-B nr.6-7-8/2018 [23]) In interiorul triun-
ghiului echilateral AABC se construieste triunghiul isoscel ABCD, cu
baza [BC]. Mediatoarea laturii [AC] intersecteazi dreapta C'D in E.
Ardtati cd AD = DFE daci si numai daci BD = BE.
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5. Triunghi dreptunghic

5.1. Probleme rezolvate

Exercitiul 5.41. ([21]) In triunghiul dreptunghic AABC in care
se cunosc m(<<A) = 90°si [AB] = [AC], fie P € (BC), M € (AB) si
N € (AC astfel incat [BA] = [BP], [BM] = [PC] si [BC] = [AN].
Demonstrati ci punctele M, N, P sunt coliniare.

Solutie:

C
B
P
N

FIGURA 17. [24]

Din informatiile oferite in ipotezd se poate demonstra:

[BM] = [PC)|
AMPB = APAC { <MBP = <ACP
{ [BP] = [AC]

Cele doua triunghiuri sunt congruente conform cazului de congru-
entd (L.U.L). Am utilizat cd AABC este dreptunghic isoscel. Dedu-
cem ca:

<MPB = <PAC
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In triunghiul AABP isoscel observim ca:
m(<ABP) = 45° = m(<BAP) = 67°30/
De asemenea, m(<PAC) = 22°30'.

Astfel, obtinem ca m(<MPB) = 22°30'.
Dar, triunghiul APCN este isoscel, deci:

m(<PCN) = 135° = m(<CPN) = 22°3(0/

= <MPB =<xCPN

sicum B, P, C' sunt coliniare, obtinem cd punctele M, N, P sunt co-
liniare.
Ceea ce trebuia sa demonstram. O

Exercitiul 5.42. ([20]) Se considerd un punct arbitrar M in interi-
orul unui pitrat ABC'D si prin acesta se duc doud drepte perpendiculare
care intersecteazi laturile opuse ale patratului respectiv in punctele E, F
si respectiv G, H. Punctul E apartine dreptei AB, iar punctul G, dreptei
BC. Sd se arate ci [EF| = [GH]

Solutie:
D F_C
H
J M
G
A
. B

FIGURA 18. [24]
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Construim FI 1 ABsi GJ L AD. Astfel, se obtine:

(FI] = [G]

AEIFEAGJH{ SEFI = <HGJ

Cele doud triunghiuri sunt congruente conform cazului de congru-
entd CU. Unghiurile <E'FI si <HGJ sunt congruente deoarece
ambele unghiuri sunt ascutite si au laturile perpendiculare. Astfel,
obtinem:
[EF]| = [GH]
Ceea ce trebuia sa demonstram. O

Exercitiul 5.43. (G.M.-B nr.11/2016 [23]) Se considerd triunghiul
AABC in care m(<A) = 60° si dreapta AD, unde D € (BC), este
bisectoarea unghiului <BAC. Pe laturile (AB) si (AC') se considerd
punctele E si respectiv F astfel incdt m(<BDE) = m(<CDF) = 60°.

Aritaticid [BE] = [EF| = [FC].

Solutie: Din ipoteza cunoastem ca AD este bisectoarea unghiu-

lui <A (vezi figura (19)). Astfel, construim DG 1 AC'si DH 1 AB.
Deducem ca:

[DG] = [DH]

FIGURA 19. [24]
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Dar, din AADG dreptunghic putem obtine:
m(<ADG) = 60°
Informatiile din ipoteza ne conduc la:
m(<EDG) = 60°
Rezulta ca:
m(<FDG) = m(<ADE) = 60° — m(<ADF)
si:
m(<BDH) = m(<ADE) = 60° — m(<EDH)
In concluzie, <«GDF = <«<BDH. Deducem ci:

[DG] = [HD]
<GDF =<«BDH

Cele douad triunghiuri sunt congruente conform cazului de congru-
entd (C.U) si obtinem :

AGDF =AHDB {

[DF] = [DB]
Dar,
[ED] = [ED]
AFDE = ABDE <FDE =<BDE
{ [FD] = [BD]

Cele douad triunghiuri sunt congruente conform cazului de congru-
entd (L.U.L). Rezulta:
[FE] = [BE]
Utilizand congruenta triunghiurilor AFDE = AFDC rezultd ca:
[EF] = [FC].
Ceea ce trebuia sa demonstram. O
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5.2. Probleme propuse

Exercitiul 5.44. ([15]) S se demonstreze cd intr-un triunghi ori-
care doud vdrfuri sunt egal depdrtate de mediana care pleacd din virful al
treilea.

Exercitiul 5.45. (G.M.-B nr.9/2018, Supliment cu exercitii [23]) Se
considerd triunghiul dreptunghic AABC cu m(<<A) = 90°. Se considerd
punctul D € AC, astfel incit CD = BC si <CBD = <ABC.

. BD CD

Demonstrati ci: AB = — ¢ AC = —

Exercitiul 5.46. ([17]) In triunghiul AABC' construim bisectoarea
AD, D € (BC) a unghiului <A care are mdsura egald cu 60°. Din
D se duce perpendiculara DM 1 AB. Din M se duce perpendiculara
MN 1 AD. Si se arate cd: 3DM = AD + 2DN.

Exercitiul 5.47. ([18]) Se consideri triunghiul dreptunghic AABC,
m(<A) = 90° si tndltimea AM, M € BC'. Dacd punctele N si respectiv
P sunt simetricele punctului M in raport cu catetele B A si respectiv AC'
sd se arate cd punctele N, A, P sunt coliniare.

Exercitiul 5.48. ([17]) Si se arate cd un triunghi cu doud indltimi
egale este isoscel. Vor fi discutate ambele cazuri: triunghiul este ascutit-
unghic, respectiv triunghiul este obtuzunghic, vezi figura (20).

FIGURA 20. [24]
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Exercitiul 5.49. ([9]) In triunghiul dreptunghic AABC, se cunosc
m(<B) = 90°, m(<«C) = 60° si BC' = 3em. In punctul D, mijlocul
laturii [ACY, se ridicd perpendiculara DE pe dreapta AC, E € BC. Si
se calculeze perimetrul triunghiului AACE.

Exercitiul 5.50. ([9]) [n triunghiul AMNP se stie ci indltimea
[MA], A € (NP), formeazi cu latura [M N] un unghi congruent cu
unghiul <N al triunghiului si cu latura [M P) un unghi congruent cu
unghiul <P al triunghiului. Si se calculeze mdsurile unghiurilor triun-
ghiului AMNP.
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6. Linia mijlocie in triunghi

6.1. Probleme rezolvate

Exercitiul 5.51. ([17]) Pe prelungirile laturilor [BC| si [C'A] ale
triunghiului echilateral AABC' se considerd punctele D si E astfel incit
CD = AE = AB. Dreapta DEFE intersecteazi dreapta AB in F'. Si se
demonstreze ci AB = 3AF.

Solutie:

FIGURA 21. [24]

Construim CG || AB,G € DE. Observam ca CG este linie
mijlocie in ADF'B, astfel, obtinem:

BF =2C0d
De asemenea, AF' este linie mijlocie in AECG, astfel, deducem ca:
CG =2AF

In concluzie:
BF =4AF = AB = BF — AF
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AB =4AF — AF = AB = 3AF.

Ceea ce trebuia sd demonstram. O

Exercitiul 5.52. ([22]]) Si se demonstreze ci mijlocul ipotenuzei
unui triunghi dreptunghic este egal depdrtat de cele trei varfuri ale triun-
ghiului.

Solutie: Se considerad triunghiul dreptunghic AABC 1n care se
cunoaste cd m(<BAC) = 90° (vezi figura (22)). Punctul D este
mijlocul ipotenuzei [BC] si punctul E este mijlocul laturii [AC] .
Deducem cd DFE este linie mijlocie in AC'AB. Deci,

DE | AB = DE 1 AC

A

FIGURA 22. [24]

Astfel, se obtine:
AD =DC = DB

In concluzie, mijlocul ipotenuzei unui triunghi dreptunghic
este egal depdrtat de cele trei varfuri ale triunghiului.
Ceea ce trebuia sa demonstram. O

Exercitiul 5.53. ([2]) [n triunghiul AABC se considerd ADEG,
in care D este mijlocul laturii [BC, G este piciorul indltimii corespun-
zdtoare unghiului <A, iar E mijlocul laturii [AB].

Sd se demonstreze ci m(<DEG) = m(<ABC) — m(<ACB).
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Solutie: Din ipotezad cunoastem cd D este mijlocul laturii [BC]
si £ mijlocul laturii [AB] (figura (23)), deci DE este linie mijlocie in
ABAC. Deducem ca: DE || AC.

Unghiul <BGE este unghi exterior AEG D, deci:

m(<(BGE) = m(<GED) + m(<EDG)
= m(<BGE) = m(<GED) + m(<ACB)
A

N

G D c

FIGURA 23. [24]

Relatia <EDG = <ACB este adevdrata deoarece sunt un-
ghiuri corespondente.
Deoarece G'E este mediand in triunghiul dreptunghic AAGB,
obtinem:
m(<ABG) = m(<«BGE)
= m(<ABG) = m(<GED) + m(<ACB)
= m(<DEG) = m(<ABC) — m(<ACB)
Ceea ce trebuia sa demonstram. O
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6.2. Probleme propuse

Exercitiul 5.54. ([2]) Intr-un triunghi AABC' se duce mediana
CD,D € AB. Si se arate ci latura [CB] este divizatd in trei pdrti
egale de citre dreapta ce uneste varful A cu mijlocul M al medianei si de
paralela la aceasta dusd din D.

Exercitiul 5.55. ([15]) Fie AABC un triunghi si D, E i respectiv
F mijloacele laturilor [AB], [BC si respectiv [C'A]. Si se demonstreze ci
medianele triunghiului AABC sunt si medianele triunghiului ADEF.

Exercitiul 5.56. ([9]) Perimetrul unui triunghi isoscel AABC este
de 23cm. Sd se calculeze lungimile liniilor mijlocii ale AABC' daci:
AB + AC' = 18cm. Problema admite mai multe solutii?

Exercitiul 5.57. ([15]) Intr-un triunghi AABC se cunosc: lungi-
mea laturii [AB], AB = 9cm, lungimea liniei mijlocii in triunghi care
trece prin mijlocul laturii [AB] are lungimea egalid cu 5¢m si perimetrul
AABC este egal cu 30cm. Si se determine lungimile laturilor [BC si
[AC] ale AABC.

Exercitiul 5.58. ([18]) Fiind dat un triunghi AABC, cu M si N
mijloacele laturilor [AC| si respectiv [AB]. Se construieste de la M spre
C, [M D] = [AN]. Sii se arate ci perpendiculara cobordtd din punctul D
pe bisectoarea interioard unghiului <A trece printr-un punct fix.

Exercitiul 5.59. ([9]) In triunghiul AABC punctele D si E sunt
mijloacele laturilor [AB], respectiv [BC| . Daci G este punctul de inter-
sectie al dreptelor AE si C'D demonstrati ci:

a) 2DG = CG;
b) 2EG = GA.

Exercitiul 5.60. ([18]) Se dd un triunghi AABC. Pe latura [BC|

. 1
se considerd un punct D astfel incit CD = gBC. Sd se arate ci dreapta
AD trece printr-un punct fix.
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7. Unghiuri formate de doua drepte cu o secantd

7.1. Probleme rezolvate

Exercitiul 5.61. ([15]) Se consideri dreptele paralele AB si C'D
(AB || CD). Pe aceste drepte se aleg punctele Q, M € [CD] (M se
afld intre Q si D) si N, P € [AB] (P se afld intre N si B). Punctul @
se aflid in acelasi semiplan determinat de dreapta M N si punctul A ca si
punctul C. Se considerd QP N M N = {O} (vezi figura (1)). Se cunosc:
m(<QMN) = 30°, m(<@QPN) = 45°.

Sd se calculeze m(<<M OP).

Solutie:

Se construieste semidreapta (OR, figura (24), paraleld cu AB,
punctul R aflandu-se in semiplanul delimitat de dreapta M N si
punctul D. Se observa urmadtoarele congruente:

<QMO = <MOR,
<OPN = <POR,

FIGURA 24. [24]

deoarece sunt unghiuri alterne interne. Astfel, obtinem ca:
m(<MOP) = m(<MOR) + m(<ROP)
m(<MOP) = 30° + 45° = 75°.
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Ceea ce trebuia sa calculam. O

Exercitiul 5.62. ([17]) Doud drepte paralele sunt intersectate de o
secantd in punctele M si N. Bisectoarea unui unghi din M intersecteazi
paralela prin N, in A, iar o paraleld oarecare la dreapta M A intersec-
teazd dreapta M N in B si dreapta AN in C. Dreptele AB si MC se
intersecteazd in D. Si se demonstreze ci dreptele DN si AM sunt per-
pendiculare.

Solutie: In tigura (25), observam ca:

[AM] = [AM]
AABM = AMCAS <CAM = <AMB
[AC] = [M B]

Cele doua triunghiuri sunt congruente conform cazului de congru-
entd (L.U.L). Astfel, obtinem :

JABM = <MCA

AV VY

/M\
FIGURA 25. [24]
In congruenta de mai sus, am utilizat [AC] = [M B] (segmen-

tele respective sunt diferente de segmente congruente).
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Se obtine egalitatea:
m(<ABC) = m(<MCB)
deoarece sunt suplimente ale unor sume de unghiuri egale:
m(<ABM) +m(<CBN) = m(<MCA) +m(<BCN)

In concluzie, ABC'D este triunghi isoscel.

[(CD] = [BD]
ACDN = ABDN{ [CN] = [BN]
[DN] = [DN]

Cele doud triunghiuri sunt congruente conform cazului de congru-
enta (L.L.L) si obtinem :

<CDN = <xDNB

Deducem cd: (ND este bisectoare in triunghiul isoscel AANM.
Deoarece ND este indltime in triunghiul AANM, se obtine con-
cluzia, ND 1 AM.

Ceea ce trebuia sa demonstram. O

Exercitiul 5.63. ([4]) Se consideridi AABC un triunghi isoscel cu
[AB| = [AC]. Sd se arate cil existd un segment s, asa incit oricare ar fi
un punct M pe baza [BC si proiectiile sale ortogonale N, P pe (AB),
respectiv (AC'), sd aibd loc relatia MN + M P = s.

Solutie: Fie CR 1. AB, R € AB (figura (26)). Dorim sd aratam
cd MN + MP = CR.

Din ipotezd cunoastem cd m(<ABC) = m(<ACB) deoarece
sunt unghiuri de la baza triunghiului isoscel AABC. Construim
prin C o paraleld la AB care intersecteazd M N in punctul @) (vezi
figura (3)). Astfel, avem:

<QCB =<CBA

ca unghiuri alterne interne.
Rezultd ca (C'B este bisectoarea interioarad a unghiului <ACQ.
Deducem ca:
[MP]=[MQ]
s-a utilizat proprietatea punctelor situate pe bisectoare unui unghi.
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FIGURA 26. [24]

Rezults ca:
MN + MP = MN + MQ = NQ

Dar CRN() este dreptunghi, deducem ca:
MN + M@ = CR.
Ceea ce trebuia sd demonstram.
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7.2. Probleme propuse

Exercitiul 5.64. ([22]) Si se demonstreze ci o paraleli la baza unui
triunghi isoscel formeazi cu celelalte doud laturi un triunghi isoscel.

Exercitiul 5.65. ([9]) In triunghiul isoscel AABC ([AB] = [AC)),
punctele M si N apartin laturilor congruente: M € (AB) si N € (AC),
astfel incat M N || BC. Si se demonstreze ci [CM] = [BN].

Exercitiul 5.66. ([2]]) Se considerd AABC. Paralelele la AC prin
Bsila AB prin C se intersecteazi in D. Se prelungesc AB cu BE = AB
si AC cu CF = AC.

a) Si se arate ci punctele D, E, I sunt coliniare.
b) Dreptele F'B si EC' intersecteazid CD in M si BD in N. Si se
arate ci AMN = FE.

Exercitiul 5.67. ([15]) Fie <xOy un unghi si M un punct al bisec-
toarei sale. Prin M se duce paralela la OX si se noteazi cu N intersectia
ei cu OY. Si se compare segmentul [N M] cu [NO)].

Exercitiul 5.68. ([15]) Se consideri triunghiul AABC' (vezi figura
(27)) in care BI si C'I sunt bisectoarele unghiurilor <ABC' si respectiv
<SACB, iar MN || BC, unde M € [AB], N € [AC|. Si se demonstreze
ci MN = MB+ NC.

FIGURA 27. [24]
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Exercitiul 5.69. ([9]) [n triunghiul AABC ascutitunghic, b si c
drepte perpendiculare in punctele B si C' pe dreapta BC. Se noteazi
bNAC ={M}sicNn AB = {N}.

a) Demonstrati ci: AAM B si AAC'N au unghiurile respectiv con-

gruente;

b) Calculati masurile unghiurilor triunghiului AAM B dacd se cu-
nosc: m(<tABC') = 30° si m(<tACB) = 80°.

Exercitiul 5.70. ([9]) Triunghiul AABC' este isoscel, [BD] este
mediand in triunghi, D € (AC) si m(<ABC) = m(<ACB). Con-
struim CE || BD, unde E € AB. Demonstrati ci: [AB] = [BE].
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8. Triunghiuri asemenea

8.1. Probleme rezolvate

Exercitiul 5.71. ([21]) In triunghiul AABC fie D mijlocul laturii
[BC| si P un punct oarecare pe dreapta BC'. Paralela prin P la mediana
AD intersecteazi dreptele AB si AC in punctele E si respectiv F. De-
monstrati cd:

AB _AE
AC  AF
Solutie:

FIGURA 28. [24]

In triunghiul AEBP, figura (28), din ipoteza stim ca: AM |
EP. Astfel, aplicind teorema lui Thales se obtine:

AB DB
AE  DP’
De asemenea, in triunghiul AADC, din ipoteza se stie ca: F'P ||
AD. Din teorema lui Thales deducem ca:
AC  DC
AF ~ DP’
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Dar, din ipotezd cunoastem cd D este mijlocul laturii [BC].
Astfel, [DB] = [DC]. Deci:

AB  AC
AE ~— AF
AB AE
= 10~ AR
Ceea ce trebuia sd demonstram. O

Exercitiul 5.72. ([18]) Si se demonstreze cd bisectoarele exterioare
ale unui triunghi intersecteazd laturile opuse in trei puncte coliniare.

Solutie:

N

\/

B C M

FIGURA 29. [24]

In tigura (29), AM este bisectoarea exterioard a unghiului <BAC,
din teorema bisectoarei deducem ca:
AB MB
AC  MC
CP este bisectoarea exterioard a unghiului <BCA, din teo-
rema bisectoarei obtinem:
CA PA
CB PB
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BN este bisectoarea exterioard a unghiului <ABC, din teo-
rema bisectoarei obtinem:
BC NC
BA  NA
Inmultind cele trei siruri de rapoarte, se obtine:
AB CA BC MB PA NC
AC CB BA  MC PB NA
MB PA NC
MC PB NA
Conform reciprocei teoremei lui Menelaus, punctele M, N si
respectiv P sunt coliniare.
Ceea ce trebuia sa demonstram. O

Exercitiul 5.73. (G.M.-B nr.1/2017 [23]) Fie triunghiul AABC,
M un punct oarecare pe latura [AB] si N un punct pe latura [AC. Dacd
{O} = BNNMC, Aaaun = 24cm2, Aprovin = 6em? §i Arosc =
20em?, aflati aria AABC.

1.

Solutie: Aria AAMN (vezi tigura (30)) o putem exprima:

AM - AN -sin A
Aaamn = 5
De asemenea, aria AABC este egald cu:
AB-AC -sin A
Aaapc = 5
Daca impartim cele douad relatii se obtine:
AM - AN -sin A
Apamun 9
2

AramnN B AM - AN

Aaasc  AB-AC
Aria AOM N este egald cu:

OM - ON - sin(<MON)
2

-AAOMN -
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FIGURA 30. [24]

De asemenea, aria ABOC este egala cu:

BO - CO -sin(«BOC)
2

Apromn B OM -ON

Aapoc  OB-0C
Aplicand teorema lui Menelaus in triunghiul AABN conside-
rand transversala M — O — C, se obtine:

AM BO NC
BM NO AC —
De asemenea, dacd aplicam teorema lui Menelaus in triun-
ghiul AACM considerand transversala B — O — N, se obtine:
AN CO MB
CN MO AB
Daca vom inmulti ultimele doua relatii, deducem ca:
AM BO NC AN CO MB
BM NO AC CN MO AB
AM-AN  OM-ON
7 AB-AC ~ OB-0OC
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Astfel, obtinem:

Aaamn  Anoun

Aaape  Aasoc
26

Anapc 20

= AAABC = 806m2.

=

Ceea ce trebuia sa calculam. O

Exercitiul 5.74. ([2]) Se di triunghiul oarecare AABC si se ia un
punct arbitrar M pe latura [AB)]. Se uneste C cu M, iar din A construim
AN || CM care intersecteazid BC in N si BP || C'M care intersecteazd
AC in P. Si se arate ci:

CM - (AN + BP) = AN - BP.

Solutie: Din ipoteza cunoastem ca C'M || AN (vezi figura (31)).
Astfel, conform teoremei fundamentale a asemanarii avem:
ABCM ~ ABNA
BC C M BM

BN AN BA
Dar, CM || BP, conform teoremei fundamentale a asemanarii
avem: AABP ~ AAMC

AP CM AM
AC ~ BP AB
Daca adunam aceste relatii, obtinem:
CM CM B M AM
AN BP  BA AB
C’M CM  BM+ AM

T AN TBP - 4B
CM LM CM _q
AN BP
= CM - (AN + BP) = AN - BP
Ceea ce trebuia sa demonstram. O

171



FIGURA 31. [24]

Exercitiul 5.75. ([9]) Se considerd ABC D si AM N P doud patrate
(figura (32)), E este mijlocul laturii [BC], iar @) este mijlocul laturii
[MN].

a) Aridtati ci [PD] = [M B);

oo JAE  AB
b) Amta;zcamfAM,

Solutie: a) Folosind ipoteza obtinem:

{ [PA] = [MA]
APAD = AMAB{ <PAD = <MAB
[AD] = [AB]

Cele doua triunghiuri sunt congruente conform cazului de congru-
entd U LU si obtinem :
[PD] = [MB]
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FIGURA 32. [24]

b) Avem:
<ABE = <AMQ

<IBAFE = <M AQ

Congruenta unghiurilor implica asemdnarea AABE ~ AAMQ.
De aici deducem ca:

AB AE BE

AM — AQ MQ

N AE  AB
PQ AM
Ceea ce trebuia sd demonstram. O

Exercitiul 5.76. ([19]) Se considerd un triunghi oarecare AABC
in care se duce o paraleldi M N la dreapta BC, M € AC, N € AB.
Dreptele BM si C'N se intersecteazd in D, iar prin D se duce EF' || BC,
E e AB, F € AC.

a) Si se demonstreze ci AD este mediana dusd din varful A al tri-

unghiului AABC;
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b) Si se arate ca:

2 1+ 1
EF BC MN

EN
c) Sd se arate cd dacd notdm: B = k si Sy, Sy ariile triunghiuri-
lor ADMN si respectiv ADBC' atunci:
é — k2
So '
Solutie: a) Din ipotezd cunoastem ca ED | BC (vezi figura
(33)). Astfel, AEDN ~ ABCN, conform teoremei fundamentale a
asemanadrii. Deducem ca:
ED EN DN
BC BN CN

A

FIGURA 33. [24]

Dar, DF || BC rezultd cda ADFM ~ ABCM, astfel:

DF FM DM
BC CM BM

Dar
EN FM
BN CM
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Se obtine:

ED DF
2D _PE L pp—pr
BC _BC

DF || PC rezultd ca AADF ~ AAPC, astfel:
DF AD AF
PC ~ AP AC

DE || BP rezultd cd AADE ~ AAPB, astfel:
ED AD AE
BP ~ AP AB

Se observa cé:

DF _ ED
PC  BP
= PB = PC

adicd P este mijlocul laturii [BC.
b) DE || BC rezultda cda AEDN ~ ABCN, astfel:
ED NE ND
BC ~ BN NC
DE || MN rezultda ca AEBD ~ ANBM, astfel:
ED BE BD
NM BN BM
Adunand aceste rapoarte, obtinem:
ED FED NE BE
BC " NM BN BN
BC NM
DF || BC rezultda cda AFDM ~ ACBM, astfel:
FD MF MD
BC CM MB
DF || MN rezultd ca AFCD ~ AMCN, astfel:
FD CF CD
NM CM CN
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Adunand aceste rapoarte, obtinem:
FD FD MF CF
BC "NM T oM T oM
Sl
BC NM

in concluzie,
ED FED FD FD

Bo "N T BO TN T2

N 2 _ 1 N 1
EFF  BC MN
¢) MN || BC rezultd ca ADMN ~ ADCB, astfel:
DN MN DM
DB CB  DC
Sh 9
= 5—2 =k~
Ceea ce trebuia sa demonstram.
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8.2. Probleme propuse

Exercitiul 5.77. ([17]) In mijlocul D al ipotenuzei [AB] a triun-
ghiului AABC ridicam o perpendiculard pe ipotenuzd. Aceastd perpen-
diculard intersecteazi cateta [C' B] in punctul M, iar prelungirea catetei
[AC| in N. Si se calculeze ipotenuza daci DM = 3cm si MN = 9cm.

Exercitiul 5.78. ([20]) [n triunghiul dreptunghic AABC' se cu-
nosc: m(<<A) = 90°, D este piciorul indltimii cobordte din A pe ipote-
nuzd, E si ' sunt proiectiile lui D, repectiv pe catetele [AB] si [AC], iar
M si N sunt proiectiile lui E si F pe ipotenuzd. Si se demonstreze ci:

BM (AB>2
NC — \AC

Exercitiul 5.79. ([15]) Fie ABC'D un paralelogram cu AB || C'D.

Printr-un punct oarecare M al diagonalei AC' se duce paralela M N la

CB, N € AB giparalela M P la CD, cu P € AD. Si se demonstreze ci
PN || BD.

Exercitiul 5.80. ([6]) Se di triunghiul AABC si se noteazd cu O
centrul cercului circumscris. Se duce diametrul AD si perpendiculara
din B pe acest diametru, care intersecteazi pe AC' in punctul E. Si se
arate ci: AB* = AC - AE.

Exercitiul 5.81. ([21]]) Fie triunghiul isoscel AABC' in care se cu-
nosc: [AB] = [AC] si m(<A) = 108°. Mediatoarea laturii [AB] in-
tersecteazd latura [BC| in ), iar bisectoarea unghiului <(B intersecteazi
latura [AC) in P. Demonstrati ci PQ || AB.

Exercitiul 5.82. ( [19]) Fie un unghi <z Ay si Az o semidreapti
interioard unghiului. Prin I, un punct de pe Az se duce o dreapti varia-
bilii care intersecteazi laturile Ax si Ay in punctele M si N, iar o dreapti
perpendiculari pe Az care intersecteazi laturile unghiului in B si C. Tot
prin I se duc dreptele IP || AB, P € AC si IQ) || AC, Q € AB. Si se
arate ci:

1P

a) —— + —— = constant;

AM AN
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b) Daci I este pe bisectoarea unghiului <x Ay atunci:
1 12
AM AN T 4B
Exercitiul 5.83. ([18]) Se di triunghiul AABC' in care se duc
indltimele AA,, BB, CC, si medianele AA', BB', CC". Fie punctele
demonstreze cd M, N, P sunt coliniare.

Exercitiul 5.84. ([2]) Fie un triunghi oarecare AABC, ale cirui
bisectoare interioare BE si C'F se intersecteazd in I. Si se arate cd dacd
BF = CFE, triunghiul AABC este isoscel.

Exercitiul 5.85. ([22]) [n triunghiul dreptunghic AABC se inscrie
un pitrat M N PQ). Virfurile M, N se aflid pe ipotenuza [BC|, iar P, Q)
pe laturile [AB], [AC). Sii se arate cii MN? = BM - NC.

Exercitiul 5.86. (G.M.-B nr. 9/2017 [23]) Se considerd triunghiul
AABC cu [AB] = [AC] si punctul D € (BC). Paralelele constru-
ite prin D la dreptele AB si AC' intersecteazi laturile (AC) si (AB) in
punctele F', respectiv E. Daci ECNFD ={N}si FBNED ={M},

demonstrati ci:
1 1 1

MN _ BD ' CD
Exercitiul 5.87. ([20]) Se di patrulaterul oarecare ABCD si se

construieste pe latura [AD] triunghiul AADE asemenea cu AABC,
<DAFE = «<BAC,<ADFE = <ABC.

a) Sd se demonstreze ci: AACE ~ AABD;

b) Si se deduci de aici ci in general:

AC-BD < AB-CD + BC - AD.

Exercitiul 5.88. ([4]) Se consideri un trapez ABC'D cu AB || CD.
Fie E, F mijloacele bazelor [AB], [CD]. Fie O, I punctele de intersectie
ale laturilor neparalele, respectiv a diagonalelor. Demonstrati ci punctele
E, F, O, I sunt coliniare.

Exercitiul 5.89. ([22]]) Se considerd doud triunghiuri AABC gi
AABD cu aceeasi bazd. Dintr-un punct E al bazei [AB] se duc paralele
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la AC si AD care intdlnesc laturile [BC| si [BD)], respectiv in F si G. Sd
se demonstreze ci F'G este paraleld cu CD.

Exercitiul 5.90. ([17]) Printr-un punct P al bazei [BC| a unui
triunghi oarecare AABC se duce o paralelid cu mediana AD a triunghiu-
lui. Aceasta intersecteazi dreapta AB in M si dreapta AC in N. Si se
demonstreze ci:

a) AM - AC = AN - AB;

b) MP+ NP =2AD.
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9. Relatii metrice in triunghi
9.1. Probleme rezolvate
Exercitiul 5.91. ([21]) Fie triunghiul AABC, cu m(<A) = 90°.
Se construieste indltimea AD, D € (BC) si notdm cu E si F picioa-

rele perpendicularelor construite din D pe laturile [AB] , respectiv [AC.
Demonstrati ca:

2-BD-DC = AFE - AB + AF - AC
Solutie:

FIGURA 34. [24]

In triunghiul dreptunghic AADC aplicam teorema catetei pen-
tru cateta [AD] obtinem:

AD? = AE - AB
In triunghiul dreptunghic A AD B aplicim teorema catetei pen-
tru cateta [AD] obtinem:
AD? = AF - AC
Daca adunam aceste relatii se obtine:
2-AD* = AE - AB + AF - AC
In triunghiul dreptunghic AABC aplicim teorema inaltimii
obtinem:
AD?* = BD - DC
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Astfel, deducem ca:
2-BD-DC = AFE - AB + AF - AC
Ceea ce trebuia s demonstram. O

Exercitiul 5.92. ([2]) Daci D este mijlocul laturii [BC| a triun-
ghiului AABC), si se arate ci:

AB? + AC? = 2(AD* + BD?).
Solutie:

FIGURA 35. [24]

Construim AE | BC. Astfel, putem aplica teorema lui Pita-
gora in AAEB:
AB? = BE® + AE?
De asemenea, putem aplica teorema lui Pitagora in AAED:
AD? = ED* + AE?
siin AAEC:
AC? = EC? + AFE?
Astfel,
AB? 4+ AC? = BE® + AE* + EC? + AE?
= AB?+ AC? = BE® + EC* + 2AFE*
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= AB? + AC? = (BD — ED)*> + (ED + DC)* + 2AE?
= AB*+ AC? = BD* —2BD - ED + ED*+
+ED?*+2ED - DC + DC? + 2AE?
AB? + AC? = 2(AD* + BD?).
Aici s-a folosit ca BD = DC'. Ceea ce trebuia sa demonstram. [J

Exercitiul 5.93. (G.M.-B nr.11/2016 [23]) Fie ABC D un parale-
logram si M mijlocul laturii [AB]. Daci se cunoaste ci AC L. DM,
m(<DAC) = 60° si DA = a, calculati, in functie de a, aria si perime-
trul paralelogramului ABCD.

Solutie: In triunghiul dreptunghic AADE, din ipotez4 cunoas-
tem cad m(<DAE) = 60°, astfel, se obtine m(<ADE) = 30°. Dedu-
cem ca:

AE =2
2

(cateta care se opune unghiului de 30° este jumadtate din ipote-
nuza).

FIGURA 36. [24]

ABCD este paralelogram, astfel, avem: AM | DC. Dedi,
conform teoremei fundamentale a asemdndrii obtinem asemdna-
rea AAEM ~ ACED. Deducem ca:

AE AM EM
CE DC ED
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Deoarece M este mijlocul laturii [AB], deducem ca:
AE  AM 1

CE  DC 2

:>EC:a:>AC:;a

Aria paralelogramului ABC'D este egala cu:
AABC’D =2 AAADC’ =AD. AC - sin 600

3a2\/§
4

Pentru a calcula perimetrul paralelogramului trebuie sa calculam
DC. Astfel, in AADC aplicam teorema lui Pitagora generalizata:

DC? = AD? + AC? — 2AD - AC - cos(«DAC)

AABCD =

9a? 3al
D2:2 = 922
C a—|—4 a22
Ta a7

DC? = — = DC =
¢ 4 2

Acum putem calcula perimetrul paralelogramului:

Papcp = a(2+ V7)

Ceea ce trebuia sd calculdm. O
Exercitiul 5.94. ([2]) Ipotenuza [BC| a unui triunghi dreptunghic
AABC este tmpdrtitd in trei parti eqale: BD = DE = EC = %

3
Unim A cu D si respectiv A cu E. Si se arate ci:

AD? + AE® + DE? = 2302.
Solutie: Aplicdim teorema lui Stewart in AABC pentru a cal-
cula lungimea segmentului [AD] (vezi figura (37)). Astfel:
AD?- BC = AC* - BD + AB* - DC — BC - BD - DC
De asemenea,
AE?-BC = AC*-BE + AB* - EC — BC - BE - EC
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FIGURA 37. [24]

BC 2BC
Dar BD = =3 si DC = 3 deducem cé:
1 2 2
AD? = ZAC? + ZAB?> — ZB(C?
3 + 3 9
si
2 1 2
AE?* = ZAC? + —AB* - ZBC?
3 + 3 9

Daca adunam cele doua relatii obtinem:
4
AD? + AE® = AC* + AB® — §BO2
Din ipotezd cunoastem ca AABC este dreptunghic, deci:
AB® + AC? = BC?
De asemenea,

1 1
DE = §BC = DE* = §BC2

In concluzie,
2
AD? + AE? + DE? = §BC?
Ceea ce trebuia sd demonstram. O

Exercitiul 5.95. ([17]) Intr-un triunghi oarecare AABC' se consi-
derd un punct oarecare M pe latura [BC. Bisectoarea unghiului <AMC
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intersecteazd latura [AC| in R, iar bisectoarea unghiului <AM B inter-
secteazd latura [AB] in S. Si se demonstreze ci dreptele AM, BR si C'S
sunt concurente.

Solutie: Din ipoteza cunoastem cd MR este bisectoarea un-
ghiului <AMC (vezi figura (38)). Astfel, putem aplica teorema
bisectoarei:

AM AR
MC  RC
A

S

AN

M Cc

FIGURA 38. [24]

De asemenea, M S este bisectoarea unghiului <AM B. Astfel,
putem aplica teorema bisectoarei:
AM  AS
MB ~ SB
Aplicdm teorema lui Ceva in AABC
MB RC SA:1:>MB_MC’_AM:
MC RA SB MC AM MB
ceea ce este evident. Deducem cd dreptele AM, BR si C'S sunt

concurente.
Ceea ce trebuia s demonstram. O

1

Exercitiul 5.96. ([20]) [n orice paralelogram suma piitratelor latu-
rilor este egali cu suma pitratelor diagonalelor.
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Solutie: Consideram paralelogramul ABCD, vezi figura (39).

Fie E si respectiv F proiectiile varfurilor C' gi D pe drepta AB. In
AABD aplicam teorema lui Pitagora generalizata:
BD? = AB* + AD*> —2- AB - AF

D C

FIGURA 39. [24]

De asemenea, in AABC aplicaim teorema lui Pitagora genera-
lizata:
AC? = AB*+ BC* —2- AB- BE
Dacd adunam cele doua relatii, se obtine:
BD? + AC* = AB* + AD* —2- AB - AF+
+AB®+ BC* —2- AB - BE
BD?+ AC* =2-AB* +2- BC® =
BD? + AC* = 2(AB* + BC?)
Ceea ce trebuia sd demonstram. S-a tinut seama de congruenta
[AF] = [BE]. O
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9.2. Probleme propuse

Exercitiul 5.97. ([4]) Aflati lungimile laturilor triunghiului drept-
unghic AABC, AB 1 AC, AD 1 BC cunoscind urmdtoarele date:

a) BD =m,DC =n;

b) BC =a,AD = h.

Exercitiul 5.98. ([15]) Se da triunghiul dreptunghic AABC, cu
m(<tA) = 90°. Daci D este piciorul inaltimii din A pe ipotenuzi, AB =
¢, AC =b, DC = m, BD = n, sd se demonstreze:

b2_@

2
Exercitiul 5.99. ([4]) Se considerd un dreptunghi ABC'D cu lun-
gimile laturilor AB = a si BC = b. Perpendiculara in C pe AC inter-
secteazi ABin FE si AC' in F. Calculati EF.

Exercitiul 5.100. ([2]) Se di trapezul ABC'D cu proprietatea ci

intre bazele sale existd relatia CD = 2 - AB. Si se demonstreze ci:
AC? + BD? = BC? + CD* + DA®.

Exercitiul 5.101. ([20]) [ntr-un triunghi dreptunghic AABC, cu
m(<tA) = 90°, D este piciorul indltimii din A pe ipotenuzd, iar E, F' sunt
proiectiile lui D, respectiv pe catetele [AB], [AC]. Si se demonstreze ci:

BE (AB)2
CF  \AC/
Exercitiul 5.102. ( [17]) Se considerd ABC'D un pdtrat si F' mijlo-

cul laturii [DC. Perpendiculara din A pe BF o intersecteazi pe aceasta
in E. Demonstrati ci AD = DE.

Exercitiul 5.103. ([22]) Se dd un triunghi AABC' si indiltimea
AD, D € BC. Se considerd segmentele [BE] si [C'F, perpendiculare
pe AB, respectiv AC, [BE]| = [DC] si [CF]| = [BD].

a) Sd se arate cd triunghiul AAEF este isoscel;

b) Fie M si N proiectiile lui B si C respectiv pe AE si AF. Arditati

“ AM <AB>2
AN~ \AC/
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Exercitiul 5.104. (G.M.-B nr.11/2017 [23]) Fie AABC un tri-
unghi dreptunghic in A, pentru care existd un punct D € (AC) si un
punct E astfel incat ACDLE s fie echilateral, ED = DB si E, D, B
sunt coliniare. Dacid BC' = a, si se calculeze AD si AE, in functie de a.

Exercitiul 5.105. ([21]) [n pitratul ABCD se considerd E € (BC).
Perpendiculara construitd in E pe D E intersecteazi latura [AB] in punc-
tul F. Demonstrati cd:

AF? = FB? + BE? + EC?.

Exercitiul 5.106. ([20]) fn triunghiul oarecare AABC avind lun-
gimile laturilor egale cu a, b, c, se considerd AD bisectoarea unghiului
<A, D € (BC). Si se calculeze lungimea bisectoarei interioare AD.

Exercitiul 5.107. ([17]) Intr-un triunghi AABC cu laturile AB =
25¢m, BC = 17cm si CA = 26cm, se construieste indltimea AD si
mediana BE. Se cere:

a) Sid searate ci AD? =2 - BE?;

b) Raportul in care mediana B E imparte iniltimea AD.

Exercitiul 5.108. ([9]) In triunghiul dreptunghic AABC' cunoas-
tem lungimea ipotenuzei BC = a gi a indltimii AD = h. Sd se calculeze
lungimile proiectiilor catetelor pe ipotenuzi.

Exercitiul 5.109. ([18]) In triunghiul dreptunghic AABC, pe ca-
teta [AC)| se ridicd, in C, perpendiculara C M, cu [CM| = [AC)|, iar pe
cateta [AB] se ridicd, in B, perpendiculara BN, cu [BN| = [AB]. Si se
arate ci dreptele BM, C'N si indltimea AD sunt concurente.

Exercitiul 5.110. ([22]) Si se demonstreze ci G, punctul de inter-
sectie al medianelor triunghiului AABC si M un punct oarecare in plan,
avem:

MA? + MB? + MC? =3MG? + GA? + GB? + GC?.
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CAPITOLUL 6

Probleme. Patrulater

1. Patrulater convex

1.1. Probleme rezolvate

Exercitiul 6.1. ([13]) [ntr-un patrulater oarecare se duc paralelele
prin mijloacele fiecirei diagonale la diagonala cealaltd, care se intdlnesc
in O. Unind O cu mijlocul fiecdrei laturi, sd se arate ci patrulaterul dat
se imparte in patru pdrti echivalente (de arii egale).

Solutie:

FIGURA 1. [24]

Fie patrulaterul ABC'D in care consideram E, F, G, H, M, N
mijloacele laturilor [AB], [BC|, [CD], [DA], [BD)], [AC], vezi figura
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(1). De asemenea, avem, din ipoteza:

ON | BD
OM || AC

Aoesr = Aagsr + Aaror

1
Aogsr = 3EF -d(B,0M)

1
AOGDH = §GH . d(D, OM)
Dar,
AC

EF, GH sunt linii mijlocii in AABC si respectiv AADC si

d(B,0M) = d(D,OM)

deoarece avem, din ipotezd, M B = MD.
Astfel, obtinem:

AOEBF = AOGDH-

Calculdm aria patrulaterului ABCD
Aapcp = Apasc + Anapc
1
AABCD - éAC . (d(B,AC) —|— d(D,AC) - 4AOEBF
Analog se arata:
1
Aonar = Aoccr = Z-AABCD

Ceea ce trebuia sd demonstram.

g

Exercitiul 6.2. ([9]) Un patrulater este impirtit de una dintre di-
agonale in doud triunghiuri, dintre care unul are perimetrul de 25cm,
iar celdlalt de 27cm. Dacd perimetrul patrulaterului este de 32cm, si se

determine lungimea acelei diagonale.
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FIGURA 2. [24]

Solutie:
Fie ABC'D un patrulater, vezi figura (2). Construim diagonala
[BD]. Din ipoteza cunoastem ca:

PABCD = 25cm

Prpep =BC+CD+ DB

Dar,
PAABD = 27cm

Paapp =AB+ BD + DA,

iar perimetrul patrulaterului ABC'D este egal cu:
Pigcp = AB+ BC +CD + DA = 32cm
Deducem ca:
BC+CD+ DB+ AB+ BD + DA =25+ 27
Pipcp +2DB = 52cm
DB = 20cm

Ceea ce trebuia si calculdm. O
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Exercitiul 6.3. ([17]) Fie M si N mijloacele laturilor opuse [AB]
si [C' D] ale unui patrulater convex ABCD. Si se arate cd:

Apapn + Arcom = Aapep.

Solutie: Fie ABCD un patrulater (vezi figura (3)). Deducem

Aapep = Apapn + Aaane + Aasne

A

FIGURA 3. [24]

Fie I, F' si G proiectiile punctelor A, M, B pe dreapta DC.
Dar, din ipotezd, cunoastem ca: M este mijlocul laturii [AB], deci

AE + BG =2MF

Avem:
DN - AF
Apapn = 5
CN - BG
Appne = 5
CD-MF
Aprcom = 5

Dar, DN = NC implica:

DN-AE+CN-BG

A A =
AADN T AABNC 7 7
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echivalent,

DN
T(AE + BG) =

CD-MF

2
Apapn + Aasne = Aacoum

Arapy + Aapne =

Apapn + Aapne =

In concluzie:
Apapn + Arcoym = Aasep.
Ceea ce trebuia sd demonstram.
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1.2. Probleme propuse

Exercitiul 6.4. ([14]) [ntr-un patrulater convex diagonalele au lun-
gimile egale cu m si n. Sd se afle aria patrulaterului, stiind ci segmentele
care unesc mijloacele laturilor opuse ale acestuia au aceeasi lungime.

Exercitiul 6.5. ([17]) Sa se arate ci intr-un patrulater convex ra-
portul intre suma pitratelor diagonalelor este mai mic decit semiperime-
trul patrulaterului.

Exercitiul 6.6. ([2]) Se di patrulaterul ABCD. Si se giseasci pe
latura BC' punctul M astfel incat bisectoarea unghiului <AM D sd fie
perpendiculari pe BC.

Exercitiul 6.7. ([22]) Un patrulater convex ABCD are laturile
AB = BC = CD sim(<BAD) = 90°. Se noteazi m(<ABC) = a.
a) Sd searate ci dacd patrulaterul indeplineste aceste conditii, atunci
60° < a < 90°;
b) In cazul a = 75° si se construiasci patrulaterul numai cu rigla
si compasul.

Exercitiul 6.8. ([17]) Intr-un patrulater ABCD notam cu E, F,
G,H, L, M, N, P, R respectiv mijloacele segmentelor [AB], [BC/, [CD],
[DA], [DB], [AC], [HF), [LM], [EG]. Si se arate ci:

a) Punctele N, P, R coincid;

b) Daci patrulaterul ABC' D este convex, atunci

Aapep = 2Aercu;
) Patrulaterele EFGH, HLFM, M ELG sunt paralelograme.

Exercitiul 6.9. ([20]) Se considerd un patrulater oarecare ABC'D,
in care notdm cu M, N mijloacele diagonalelor [AC', [BD], apoi cu E,
F proiectiile ui A pe CB, CD si cu G, H proiectiile lui C pe AB, AD.
Notim AENCG = {P}si AFNCH = {Q}.

a) Sd se arate ca:

MB+MD+NA+NC <AB+ BC+CD + DA

b) Ce conditie trebuie si indeplineasci ABC D pentru ca dreapta
PQ) si se suprapund diagonalei BD?
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Exercitiul 6.10. (G.M.-B nr.1/2012 [23])) Fie ABC D un patrulater
convex gi O mijlocul diagonalei [BD). Ardtati ci:
a) Daci ACNBD = {O}, atunci Apapc = Aaapc.
b) Daci AC N BD # {O} si OM || AC, M € [BC|, atunci
Aamvep = Anaus.
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2. Paralelogram

2.1. Probleme rezolvate

Exercitiul 6.11. ([9]) Si se demonstreze ci picioarele perpendicu-
larelor din varfurile unui paralelogram pe diagonale sunt virfurile unui
paralelogram care are acelasi centru cu paralelogramul dat.

Solutie: Fie paralelogramul ABC D, vezi figura (4), in care am
construit AE | BD, BFF 1. AC,CG L BDsi DH 1 AC. Dorim sa
ardtam ca FF'GH este paralelogram.

FIGURA 4. [24]

Din informatiile oferite in ipoteza se poate demonstra:

[AD] = [C'B]
<ADFE = «<CBG

Cele douad triunghiuri dreptunghice sunt congruente conform ca-
zului de congruenta /U. Deducem ca:

[DE] = [BG]
Deoarece ABCD este paralelogram, avem:
[DO] = [OB] = [EO] = [OG]

De asemenea,

ANAED = ACGB {

[AD] = [C'B]

ADHAEABFC{ <DAH = <BCF
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Cele doua triunghiuri dreptunghice sunt congruente conform ca-
zului de congruentd (I.U). Deducem ca:

[AH] = [CF]
Pentru cd ABCD este paralelogram, avem:
[AO] = [OC] = [HO| = [OF]

Dacéd intr-un patrulater convex diagonalele au acelasi mijloc
atunci patrulaterul este paralelogram.
Ceea ce trebuia sa demonstram. O

Exercitiul 6.12. ([17]) [n paralelogramul ABC D, punctele M si
respectiv N sunt mijloacele laturilor opuse [AD)] si [BC|. Si se arate ci
BM si ND tmpart diagonala [AC in trei pdrti egale.

Solutie:

FIGURA 5. [24]

Din ipoteza cunoastem cd ABCD este paralelogram, vezi fi-
gura (5). Astfel, se obtine:

[AB] = [CD)]
AABM = ACDN { <BAM = <DCN
{ [AM] = [CN]

Cele doua triunghiuri sunt congruente conform cazului de congru-
entd LU L. Astfel, obtinem:

<BMA =<DNC
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Deoarece ABC'D este paralelogram, rezultd cd BC || AD
= <CND = <NDM = <BMA=<NDM

Astfel, obtinem ca BM || ND.
In ABEC, NF este linie mijlocie, deducem ca
[CF]| = [FE]
In AAFD, ME este linie mijlocie. Deducem ca:
[FE] = [AE]
= [AE] = [EF] = [CF].
Ceea ce trebuia sd demonstram. O
Exercitiul 6.13. ([21]) Pe latura [BC| a triunghiului AABC, con-
siderdm punctele E si F, astfel incat avem [AB| = [BE] si [AC] = [CF].
Bisectoarele exterioare ale unghiurilor <B si <C se intersecteazi in T. In

plus, AFN BT = {M}, AENCT = {P}. Demonstrati cd AMT P este
paralelogram.

Solutie: Din ipotezd cunoastem ca [AB] = [BE], deci AABE
este isoscel (vezi figura (6)). Astfel,

<EAB =<BFA

Deoarece BT este bisectoarea exterioara a unghiului <ABE,
deducem ca:
<WUAB)+ m(<BEA)
2
= m(<T'BE) =m(<«BEA) = BT || AE.
Analog, [AC] = [C'F], deci AACF este isoscel. Astfel, se ob-
tine:

m(«TBE) = ™

FAC =<CFA

Deoarece CT' este bisectoarea exterioard a unghiului <ACF,
deducem ca:

m(<FAC) + m(<CFA)
2

= m(<TCF) =m(<«CFA)= CT | AF.
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m(<TCF) =




FIGURA 6. [24]

in concluzie, AMT P este paralelogram.
Ceea ce trebuia sd demonstram.
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2.2. Probleme propuse

Exercitiul 6.14. ([15]) Laturile unui paralelogram sunt egale cu
12cm si respectiv Tem, iar suma diagonalelor este egald cu 30cm. Sd
se afle perimetrele triunghiurilor in care diagonalele descompun paralelo-
gramul.

Exercitiul 6.15. ([19]) Se consideri paralelogramul ABC'D si un
punct E € (AB). Trei paralele duse prin A, B, C, intersecteazi dreapta
DE respectiv in punctele M, N, P.

a) Sa se demonstreze ci MN = DP;

b) Fie () intersectia paralelei duse din N la AD cu dreapta C'P. Sd
se arate ci PQ) = AM;

c) Se cere locul geometric al punctului (), cand AM, BN, C'P se
rotesc in jurul punctelor A, B, C, ramdndnd paralele intre ele.

Exercitiul 6.16. ([15]) Se considerd ABC'D un paralelogram. Prin
varful A se duce o dreapti oarecare Ax si prin C' o dreaptd C'y paraleli
cu Az. Fie Ax N DC = {M} si Cyn AB = {N}. Ce miscare executd
dreapta M N cand dreptele Ax si C'y se rotesc in jurul punctelor A si C,
ramandnd paralele intre ele?

Exercitiul 6.17. ([22]) Pe laturile opuse [AB], [C'D] ale unui pa-
ralelogram se construiesc in afard doud triunghiuri echilaterale AABM,
ACDP, iar pe laturile opuse [BC, [DA] se construiesc induntru triun-
ghiurile echlaterale ABCN, ADAQ. Si se arate ci M N P() este pa-
ralelogram ale cdrui laturi sunt egale cu diagonalele paralelogramului
ABCD.

Exercitiul 6.18. ([14]) [n paralelogramul ABC D se cunoaste lun-
gimea AB = a gi m(<<BAD) = a. Bisectoarea unghiului <BAD in-
tersecteazd latura [BC| in M, iar segmentul [MC| are lungimea egali
cu b. Diagonala [BD] intersecteazid [AM] in N. Si se calculeze aria
triunghiului ABMN.

Exercitiul 6.19. ( [2]) Se dii un paralelogram ABCD, cdruia i se
imparte diagonala [BD) prin punctele M si N in trei pdrti eqale. Dreapta
AM intersecteazd latura DC in A, iar AN intersecteazid DC in As, de
asemenea, C' M intersecteazi AB in Csy, iar CN intesecteazd AB in CY.
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a) Si se arate cd patrulaterele AMCN si Ay MCyN sunt paralelo-
grame;

b) Si se determine rapoartele dintre ariile acestor paralelograme si
aria paralelogramului ABC'D.

Exercitiul 6.20. (G.M.-B nr.3/2015 [23]) Fie ABC'D un parale-
logram cu AC L AD. Notam cu S simetricul lui A fati de mijlocul
laturii [C D] si cu Q) proiectia lui C pe diagonala [BD). Demonstrati cd
<SDQ = <SAQ.
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3. Dreptunghi

3.1. Probleme rezolvate

Exercitiul 6.21. ([17]) Intr-un dreptunghi ABC D bisectoarea un-
ghiului <BAD intersecteazd diagonala [BD] in E, iar latura [BC|in F.
Stiind cd paralela dusi din E la AB intersecteazd AC' in G. Sd se arate
ci dreptele GF si BD sunt perpendiculare.

Solutie: Se noteazd cu {/} = AE N BG.
A D

FIGURA 7. [24]

In dreptunghiul ABCD, vezi figura (7), avem AO = OC si din
ipotezd, GE || AB. Rezultd cd AGE B este un trapez isoscel.
In dreptunghiul ABCD, din ipotezd m(<BAF) = 45°, rezultd
ca:
m(<AIB) = 90°
deoarece AAIB este isoscel. Deducem ca:
IF 1 BG

Dar, GE || AB si ABCD dreptunghi = GE 1 BF. Obtinem
ca E este ortocentrul triunghiului ABGF, deci BE L MF.
Ceea ce trebuia sda demonstram. 0
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Exercitiul 6.22. ([9]]) Sii se arate ci picioarele perpendicularelor din
punctul de intersectie al diagonalelor unui romb pe laturile rombului sunt
vdrfurile unui dreptunghi.

Solutie:

FIGURA 8. [24]

Fie ABC'D un romb si O intersectia diagonalelor [AC| si [BD)],
figura (8). De asemenea, £, I, G, H picioarele perpendicularelor
din punctul O pe laturile rombului.

Punctele E, O, G sunt coliniare si [EO] = [OG].

Punctele F', O, H sunt coliniare si [F'O] = [OH].

Rezultd ca EFGH este dreptunghi.

Ceea ce trebuia sa demonstram. O

Exercitiul 6.23. ([2]) Se di dreptunghiul ABCD cu AB = 2BC.
O dreapti oarecare d, intesecteazd AB in M si DC in N. O altd dreapti
oarecare dy perpendiculari pe d,, intersecteazd AD in P si BC' in (). Si
se arate cid P(Q) = 2M N.
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Solutie: Fie ABC'D un dreptunghi (vezi figura (9)). Construim
ME 1 CDsi PF 1 BC. Din perpendicularitatea dreptelor d; si
do, deducem ca:
AMEN ~ APFQ

FIGURA 9. [24]

Rezulta ca:
MN ME EN

PQ PF FQ
Dar, ME = BC' si PF = AM, deducem ca:
MN  BC
PQ  2BC
2MN = PQ
Ceea ce trebuia sa demonstram. O
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3.2. Probleme propuse

Exercitiul 6.24. ([15]) [ntr-un paralelogram ABCD, AB || CD,
A opus lui C, <CAB = <DBA. Stabiliti natura paralelogramului
ABCD.

Exercitiul 6.25. ([17]) Fie dreptunghiul ABCD si E piciorul per-
pendicularei dusi din A pe diagonala [BD). Se prelungeste AE cu seg-
mentul EF = AE.

a) Sdsearateci BF | DF;;

b) Si se arate cil patrulaterul BDFC este trapez isoscel.

Exercitiul 6.26. ([9]) Se considerid romburile ABCS si ABEF cu
m(<DAB) = m(<FAB) < 90°. Demonstrati cid patrulaterul DCEF
este dreptunghi.

Exercitiul 6.27. ([6]) [ntr-un dreptunghi ABC'D se duc doud pa-
ralele M N si PR la egali distantd de diagonala [BD)] a dreptunghiului.
Se cere si se demonstreze ci patrulaterul M N PR este un paralelogram.

Exercitiul 6.28. ([19]) Fie un dreptunghi ABC'D cu AB mai mare
ca BC. Perpendiculara din punctul D pe diagonala [AC| intersecteazi
AC'in O si AB in E. Notdm lungimile segmentelor: [OE], [OA], [OD),
[OC] cu ay, as, as, ay. Si se arate ci ay, as, as, ay indeplinesc relatiile:
ap = ]CCLQ, a9 = kag, as = /{ZCL4.

Exercitiul 6.29. (G.M.-B nr.7-8/2004 [23]]) Se construieste in drept-
unghiul ABCD o paraleld la una dintre laturi, care-l imparte in doud
dreptunghiuri cu ariile de 12cm? si respectiv 36cm?. Sil se afle dimensiu-
nile dreptunghiului initial, stiind cid unul dintre cele doud dreptunghiuri
este patrat.

Exercitiul 6.30. ([22]) Sd se demonstreze ci:

1) Bisectoarele interioare ale unghiurilor unui paralelogram formeazi
un dreptunghi;

2) Diagonalelele dreptunghiului de la punctul (1) sunt paralele la
laturile paralelogramului.
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4. Romb

4.1. Probleme rezolvate

Exercitiul 6.31. (G.M.-B nr.3/2018 [23])) In triunghiul AABC' cu
[AB] = [AC] si m(<A) = 40° consideram punctul D € (AC) astfel
incat m(<<ABD) = 60°. Bisectoarea unghiului <A intersecteazi dreapta
BD in punctul E, iar punctul T apartine bisectoarei unghiului <CA astfel
incat E € (AT) si [ET| = [AB]. Ardtati ci patrulaterul ABTC este
romb.

Solutie:

FIGURA 10. [24]

Fie AABC isoscel, figura (10). Construim AABM echilateral,
se poate demonstra:

<BAE = <DAM
AABE = AAMD{ [AB] = [AM]
<ABE = <AMD
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Cele doua triunghiuri sunt congruente conform cazului de congru-
entd (U.L.U). Deducem ca:

[BE] = [MD]
In triunghiul AM DC isoscel:
m(<MDC) = m(<MCD)
= MC =MD = BE

[MC] = [BE]
AAMC = ATBE{ <ACM = <TEB
{ [AC] = [TE]

Cele doua triunghiuri sunt congruente conform cazului de congru-
entd (L.U.L). Deducem ca:

[AM] = [BT]
= [BT] = [AC]
Dar, AT este mediatoarea segmentului [BC/ si
[TC]| = [TB].
In concluzie, AB = BT = TC = CA, deci ABTC este romb.
Ceea ce trebuia sa demonstram. O

Exercitiul 6.32. ([21]) Fie paralelogramul ABCD in care notam
AC N BD = {O}. Bisectoarea unghiului <<AO B intersecteazi pe [AB]
si [C D] in P, respectiv T, iar bisectoarea unghiului <BOC intersecteazi
pe [BC] si [AD] in S, respectiv Q). Demonstrati ci patrulaterul PSTQ
este romb.

Solutie:
Fie ABC'D un paralelogram, figura (11), avem:
AB || DC = <PAO = <TCO

unghiuri alterne interne.
De asemenea, [AO] = [CO] si <AOP = <COT, unghiuri
opuse la varf. Deducem cda APAO = ATCO, deci:

[PO] = [TO]
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FIGURA 11. [24]

Asemadndtor ardtdm ca [QO] = [SO]. Astfel, obtinem ca PST'Q)
este paralelogram.
Dar,
m(<POS) = m(<«POB) + m(<SOB)
m(<AOB) + m(<COB)
2

A
= m(<POS) = M

m(<POS) = 90°
In concluzie, PSTQ este romb.
Ceea ce trebuia sd demonstram. O

Exercitiul 6.33. ([9]) Se considerd ABC'D un romb (figura (12))
cu m(<D) = 135° si latura [AD) comund cu pitratul ADEF. Sd se
demonstreze ci AACE este isoscel.

m(<POS) =

Solutie: Din ipotezd cunoastem cd m(<ADC) = 135°, astfel
obtinem:

m(<EDC) = 360° — m(<ADC) — m(<ADC)
m(<EDC) = 135°
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FIGURA 12. [24]

Deducem ca:

[DA] = [DE)]
ADAC = ADEC { <ADC =<EDC
{ [DC] = [DC]

Cele doua triunghiuri sunt congruente conform cazului de congru-
entd (LUL) si obtinem :

[AC] = [CE]

adicd AACE este isoscel.
Ceea ce trebuia sd demonstram. O
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4.2. Probleme propuse

Exercitiul 6.34. ([15]) [ntr-un romb, o diagonalii formeazi cu o
laturd un unghi de 15°. Si se calculeze unghiurile rombului.

Exercitiul 6.35. ([18]) Fie [AC| diagonala mare a rombului ABC' D
si Ay, A, Cy si Cy proiectiile punctelor A si C pe laturile opuse.

a) Sd se demonstreze cd dreptele A;C4, AsCy, AC' si BD sunt con-
curente;

b) Si se determine mdsura unghiului <A al rombului astfel incat
dreptele A,C si A,C, si fie perpendiculare pe AD si AB.

Exercitiul 6.36. ([17]) Fie ABCD un trapez isoscel, E si F' sunt
mijloacele laturilor paralele [AB] si [C' D), I intersectia diagonalelor [AC]
si [BD)]. Paralela la AB dusd prin I intersecteazid AD si BC'in G si H,
iar paralele prin G la AC si BD intersecteazi pe E'F respectiv in L si M.

a) Si se arate ci IG este bisectoarea unghiului <AID;
b) Dreapta AC imparte segmentul |G M| in parti;
¢) Aratati cd patrulaterul GM H L este romb.

Exercitiul 6.37. ([2]) Se di rombul ABCD. Daci se uneste mij-
locul P al laturii [AB] cu varfurile C si D se obtine triunghiul APCD,
iar dacd se unesc mijloacele M si N ale laturilor [PC si [PD] se obtine
triunghiul APMN. Si se arate ci:

Aapcp =8 Apun.

Exercitiul 6.38. ([15]) Un romb are un unghi cu mdsura egald cu
120°, iar diagonala micd are lungimea egald cu Tem. Sd se calculeze
perimetrul rombului.

Exercitiul 6.39. ([22]) Se di un triunghi dreptunghic AABC i fie
Bz si C'y prelungirile catetelor [AB] si [AC].
a) Sd se arate cd ducdnd trisectoarele unghiurilor <xBC si <yCB
doud dintre ele sunt perpendiculare si doud paralele.
b) Trisectoarele paralele intersecteazi celelalte doud trisectoare in D
si B. Si se arate cd BC'DFE este un romb.

210



Exercitiul 6.40. (G. M.-B. nr.10/2016 [23]) Fie ABC D trapez drept-
unghic, cu m(<tA) = m(<D) = 90°, AB < CDsi AC L BD. Punctele
M si N sunt simetricele punctelor D si C fati de punctul de intersectie
al diagonalelor, iar MP 1 DC, P € AC.

a) Ardtati ci M AD P este romb.

b) Demonstratici AM | NDgsi BP 1 DP.
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5. Patrat
5.1. Probleme rezolvate
Exercitiul 6.41. ([9]) Pe diagonala [AC] a pitratului ABCD se

fixeazd un punct M, intre A si C, astfel incat [AM]| = [AB]. Sd se
calculeze masurile unghiurilor triunghiului ABC'M.

Solutie:

FIGURA 13. [24]

Din ipoteza cunoastem ca ABC'D este pdtrat, vezi figura (13),
iar [AC] este o diagonald a patratului. Astfel,

m(<BAC) = 45°
[AB] implica ABAM este un triunghi isoscel. Dedu-

Dar, [AM]

cem ca:

180° — m(<«BAM)
2

135°
m(<ABM) = m(<AMB) = 32

m(<<ABM) = m(<AMB) = 67°30’
In concluzie, masurile unghiurilor ABC M sunt egale cu:
m(<<BCM) = 45°
212

m(<ABM) = m(<AMB) =




m(<BMC) = 180° — 67°30' = 112°30/
m(<M BC) = 90° — 67°30' = 22°30’
Ceea ce trebuia sd calculam. O

Exercitiul 6.42. ([21]) Fie un pdtrat ABCD ale cirui diagonale
se intersecteazd in punctul O. Fie P € (BC) si M € (OB astfel incit
[CO] = [CP]si[AB] = [OM]. Demonstrati ci [OP] = [M P].

Solutie:

FIGURA 14. [24]

Avem ABCD un paétrat, vezi figura (14), iar [AC] este o diago-
nald a pdtratului. Astfel,
m(<OCB) = 45°

Dar, [OC] = [CP] implicd AOCP este un triunghi isoscel. Dedu-

cem ca:
180° — m(<OCP)

2

m(<COP) = 67°30'
De asemenea, ABC D patrat AC' L BD = m(<POB) = 22°30'.
213

m(<COP) =



<OBC este unghi exterior al triunghiului APM B
= m(<BMP) = 22°3(0/
Deducem cd AOPM este isoscel, astfel,
[OP] = [MP].
Ceea ce trebuia sa demonstram. O

Exercitiul 6.43. (G.M.-B nr.6-7-8/2018 [23]]) Fie ABC'D un drept-
unghi, M mijlocul laturii [AD] si P € (BM) astfel incat DP = DC.
Stiind cd m(<APM) = 45°, demonstrati ci ABC' D este pitrat.

Solutie: Fie ABC'D un dreptunghi, vezi figura (15), in care con-
siderdm punctul NV simetricul lui B fata de M. Deducem ca punc-
tele N, D, C sunt coliniare, deoarece ABDN este paralelogram (di-
agonalele se taie in parti egale).

N D C

FIGURA 15. [24]

In triunghiul ACPN avem CD = DN de unde rezults cd PD
este mediana si

CN
Deducem ca ACPN este dreptunghic, m(<CPN) = 90°.
Construim bisectoarele DE si DF' ale unghiurilor <CDP si

respectiv <PDA. Obtinem:
m(<EDF) = 45°
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Patrulaterul DEPF are masura unghiurilor egale cu:
m(<EDF) = 45°
m(<DEP) =90°
m(<EPF) = 135°
m(<DFP) = 90°
S-a obtinut cd DF este indltime in AADP. Astfel, AADP este
isoscel, AD = DP. Din ipotezad cunoastem cd DP = DC. Rezulta

cd ABCD este pdtrat.
Ceea ce trebuia sd demonstram. O

215



5.2. Probleme propuse

Exercitiul 6.44. ([9]) Pe laturile [AB] si [BC] ale patratului ABC' D
se iau punctele M, respectiv N astfel incit [AM] = [BN], figura (16).
Si se demonstreze ci [AN] = [DM].

A D
M
B N C

FIGURA 16. [24]

Exercitiul 6.45. ([15]) Dacid M este un punct oarecare al segmen-
tului [AB], se construiesc doud pitrate, de o parte si alta a segmentului
[AB|, unul cu latura [AM| si un pdtrat cu latura [BM| (figura (17)). Si
se demonstreze ci:

a) Punctele P, M, ) sunt coliniare;
b) AN || RB.

Exercitiul 6.46. ([2]) Se did un patrat si un dreptunghi cu acelagi
perimetru (fiquri isoperimetrice). Si se arate ci diferenta dintre aria pd-
tratului si a dreptunghiului isoperimetric este egald cu aria pitratului a
cdarui laturd este egalid cu semidiferenta dintre lungimile laturilor drept-
unghiului.

Exercitiul 6.47. ([17]) Fie patratului ABC D cu latura de lungime

A
a. Pe diagonala [AC] se ia punctul P astfel incit PC' = TC Fie punctul

E intersectia lui BP cu CD, O centrul patratului si M intersectia lui
BP cu perpendiculara din O pe BC.
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FIGURA 17. [24]

a) Sd se calculeze lungimea segmentului [CE);
b) Sd se arate ci triunghiul AOE M este isoscel.

Exercitiul 6.48. ([18]) Pe diagonala [AC] a unui pitrat ABCD
se considerd punctele E si F, cu proprietatea [AE] = [CF] = [AB].
Punctul E interior segmentului [AC] si F' ales pe prelungirea segmentu-
lui [AC|. Dreapta BE intersecteazd laturile patratului [C D] si [AD] in
punctele M si N, iar segmentele [CN| si [DF| se intersecteazi in P. Si
se arate cd punctele M, A, P sunt coliniare.

Exercitiul 6.49. ([15]) Pe laturile unui piatrat ABC D se considerd
segmentele congruente [AM| = [BN] si [CP| = [DQ), figura (18).

a) Si se stabileascd natura patrulaterului M N PQ);

b) Si se demonstreze ci cele doud patrulatere au acelagi centru.

Exercitiul 6.50. (G.M.-B nr.1/2016 [23]]) Fie ABC'D un pitrat cu
latura de 4cm. O dreaptd care trece prin C' intersecteazi dreptele AB
si AD in E, respectiv F. Aflati lungimea segmentului [EF], stiind ci
m(<AEF) = 15°.

217



FIGURA 18. [24]

6. Trapez

6.1. Probleme rezolvate

Exercitiul 6.51. ([21]]) [n trapezul ABCD, AB || CD, fie P si Q
picioarele perpendicularelor din A respectiv C' pe diagonala [BD), iar M
mijlocul diagonalei [AC]. Demonstrati ci [M P| = [MQ)].

Solutie:
In figura (19), avem AP 1 BD si CQ) L BD, deducem ca:
AP | CQ
Obtinem ca APC() este trapez. De asemenea, construim M7 L
DB si rezulta
AP || MT || CQ

Din ipotezd, cunoastem cd [AM] = [CM] = MT este linie
mijlocie in trapezul APCQ:

[PT] = [QT]
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FIGURA 19. [24]

Observam cd MT este mediatoarea segmentului [ P], in con-
cluzie:

[MP] = [MQ)].
Ceea ce trebuia s demonstram. OJ

Exercitiul 6.52. ([9]) Un trapez isoscel are unghiul aldturat bazei
mari egal cu 45°, baza micd cu lungimea egald cu 4cm si indltimea cu
lungimea de 6¢cm. Si se calculeze:

a) Misura unghiurilor aldturate bazei mici;
b) Lungimea bazei mari.

Solutie:
In figura (20), ABCD este trapez isoscel, AB || C'D. Rezulta:

m(<DAB) = 180° — m(<tADC)
= m(<DAB) = 180° — 45°
= m(<DAB) = 135°.
Construim AF | DC'si BF L DC. Deducem ca:
EF = AB =4cm
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FIGURA 20. [24]

AAFED este dreptunghic isoscel = DE = AE = 6em. In con-
cluzie:

DC =DFE+ EF + FE = 16em.

Ceea ce trebuia sa calculam. O

Exercitiul 6.53. ([2]) In trapezul dreptunghic ABC' D cum(<A) =
m(<B) = 90°, se duc diagonalele [AC| si [BD] care se intersecteazi in
I. Paralela la baze dusi prin I intersecteazd AB in E. Sd se arate cd E1
este bisectoarea unghiului <DEC.

Solutie: Din ipotezd cunoastem cd EI || BC. Din teorema lui
Thales, deducem ca:
AE Al
EB  IC
Dar, AAID ~ ACIB, deoarece au unghiurile egale, si obti-

nem:
Al AD DI

IC _CB 1B
EA AD

~ EB_ BC
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FIGURA 21. [24]

Rezultd cd AAED ~ ABEC (au cate doud laturi proportio-
nale si cate un unghi congruent). Obtinem:

<ADE = <«BCE
<JADE = <DEI

<BCE =<CEI

deoarece sunt unghiuri alterne interne.
Rezulta ca:
<DEI =<CEI

Ceea ce trebuia sd demonstram. O
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6.2. Probleme propuse

Exercitiul 6.54. ([19]) Fie ABC D un trapez oarecare, [AD), [BC]
respectiv baza mare si baza micd. Paralela dusd prin C la AB, intersec-
teazd diagonala [BD) in M si paralela tot la AB, dusd prin D, intersec-
teazd prelungirea diagonalei [AC] in N. Si se arate ci AB este media
geometricd a lungimilor segmentelor [C'M] si [DN].

Exercitiul 6.55. ([22]) In ce caz linia care uneste mijloacele laturi-
lor neparalele ale unui trapez trece prin punctul comun diagonalelor?

Exercitiul 6.56. ([6]) In trapezul ABC'D, BC' = b este baza mici
si AD = a este baza mare, se ia pe latura [AB| un punct M, care imparte

acesatd latura in raportul VB -~ L punctul M se duce paralela

MN la bazele trapezului. Si se calculeze:
a) Lungimea segmentului [M N| in functie de a, b, p si q.
b) Portiunea din paralela M N cuprinsi intre diagonalele trapezu-
lui trapezului;
c) Lungimea segmentului [PQ)| cuprins intre laturile neparalele,
paralel cu bazele, dus prin punctul de intersectie al diagonalelor.

Exercitiul 6.57. ([17]) Si se demonstreze cd intr-un trapez, dreapta
care unegte mijloacele laturilor neparalele este paraleld cu bazele, trece
prin mijloacele diagonalelor, este egalid cu semisuma bazelor, iar partea
cuprinsd intre diagonale este egali cu semidiferenta bazelor.

Exercitiul 6.58. ([20]) Pe laturile patratului ABC D se considerd
punctele M, N, P, ), unde M este arbitrar pe latura [AB), astfel incat
m(<BMN) = a, m(<CNP) =2a, m(<QPD) = 3a. S se determine
« astfel incat M N PQ) sd fie trapez isoscel.

Exercitiul 6.59. (G.M.-B nr.6-7-8/2012 [23]]) Se consideri trapezul
ABCD cu AB || CD, E si F mijloacele lui [AB] respectiv [C'D], iar M
un punct pe dreapta BD astfel incit B € (DM). Daci {P} = MENAD
si{N} = MF N BC, aritati ci: PN || AB.

Exercitiul 6.60. ([14]) In trapezul ABCD bazele sunt [AB)] si
[CD). Se considerd punctele M € AD, N € BC astfel incit M N este
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paraleld cu AB. S se arate cii trapezele ABN M si M NC'D sunt aseme-
nea dacd si numai dacd lungimea segmentului [M N| este media geome-

trici intre lungimile segmentelor [AB] si [DC'. Sd se gdseascd raportul
de aseminare.

223



7. Relatii metrice in patrulater

7.1. Probleme rezolvate

Exercitiul 6.61. ([14]) Fie ABC'D un dreptunghi, in care latura
[AB| este de trei ori mai lungi decdt latura [AD). Se consideri in inte-

riorul dreptunghiului punctul N astfel incdt verificd NA = /2, NB =
44/2, ND = 2. Se cere aria dreptunghiului.

Solutie:
A B
N
E F
D C

FIGURA 22. [24]

In figura (22), avem AD = a si deducem ca AB = 3a. Con-

struim prin N paralela la AB. Aceastd paraleld intersecteazd AD
in punctul E si respectiv BC in punctul F.

In triunghiul ADAN aplicim teorema lui Pitagora generali-
zata:

DN? = AD? + AN? —2AD - AN cos(<DAN)

AD?* + AN? — DN?
= cos(<«DAN) = +

2AD - AN
a?+2—4
= cos(<DAN) = ————
( ) 203
a?—2
= cos(<aDAN) =
( ) 203
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In triunghiul dreptunghic AAEN, avem:

cos(<FEAN) = j_]l\?f = AE = V2 cos(<EAN)

= AE = V/2cos(<DAN)
si
EN = \/2sin(<DAN)
Deoarece ABF'E este dreptunghi, deducem ca:
BF = AE = V2 cos(<DAN)

NF = 3a — V2sin(<DAN)

In triunghiul dreptunghic ABFN aplicim teorema lui Pita-
gora:
BN? = NF* + BF?
(4v/2)% = (3a — V2sin(<DAN))? 4 (V2 cos(<DAN))?
3a% — 2aV/2sin(<DAN) = 10
de unde deducem ca:
3a® — 10
sin(«DAN) = ———
( )= 0t
Se stie ca:

sin®(<DAN) + cos’(<DAN) = 1

(3@2—10>2 <a2—2>2
- 4+ | —— =1
2a\/§ 2a\/§

= 5a* — 364> +52=0

Daci se noteazd x? = t, obtinem:

5t2 — 36t + 52 =10

astfel, obtinem:

. 26 .
cu solutiile: ¢; = — d respectiv t, = 2. Dar, pentru 2> = 2 nu
. s
convine deoarece am obtine m(<DAN) = 5 ceeace este fals.
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26
Astfel, riamanem cu z? = 5 Aria dreptunghiului ABC'D este
egald cu:
78
Aipcp = 3a°> = —.
Ceea ce trebuia sa calculam. O

Exercitiul 6.62. ([22]) Si se demonstreze ci intr-un trapez oare-
care ABC D suma pdtratelor diagonalelor este egald cu suma pdtratelor
laturilor neparalele, plus de doud ori produsul bazelor.

Solutie:

FIGURA 23. [24]

In tigura (23), ABCD este un trapez oarecare in care am con-
struit diagonalele AC' si respectiv BD. De asemenea, considerdm
punctul £ mijlocul diagonalei AC' si punctul F' mijlocul diagonalei
BD.

In triunghiul AABC aplicim teorema medianei:

_ AB?+ BC? B AC?
a 2 4

BE?

In triunghiul AADC aplicim teorema medianei:

~ DC?+ AD*  AC?
N 2 4
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In triunghiul ABED aplicim teorema medianei:

_ BE®+ DE®> BD?

EF?
2 4
Daca inlocuim primele douad relatii in a treia, se obtine:
AC? AC?
AFE? :A82+BCZ—TO+AD2+DCQ— s _ DB

AFE? = AB?> + BO? — AC? + AD?* + DC? — DB?
AFE? + AC? + BD? = AB? + BC? + AD? + DC?

Dar,
_ DC - AB
B 2

EF

Deducem ca:
- 2
4 (M) + AC?* + BD* = AB* + BC? + AD?* + DC*?
DC? —2DC - AB + AB*+ AC* + BD? =
= AB? + BC? + AD? + D(C?
= AC? + BD? = BC? + AD?> +2DC - AB

Ceea ce trebuia sd ardtam. O
Folosind rezolvarea problemei anterioare, se observa imediat
solutia problemei:

Exercitiul 6.63. ([4]) Demonstrati urmdtoarea teoremd a lui Euler
referitoare la paralelograme: A, B, C, D sunt virfurile consecutive ale
unui paralelogram dacd si numai dacd:

AB? + BC? + CD?* + DA? = AC* + BD?.

Exercitiul 6.64. ([2]) Se di patrulaterul oarecare ABCD, E si F'
sunt mijloacele diagonalelor [AC si [BD), iar M un punct oarecare din
planul sau. Sa se arate cd:

AC? + BD?
MA? + MB? + MC? + MD?* = 2(ME* + MF?) + +

227



Solutie: Din ipoteza cunoastem cd £ si respectiv I sunt mijloa-
cele diagonalelor patrulaterului ABCD, figura (24). Din teorema
medianei, aplicatd in AM BD deducem ca:

_ MB*+MD* BD?

MF?
2 4

A B

FIGURA 24. [24]

De asemenea, aplicata in AM C A teorema medianei:
MA?+ MC?  AC?

- 2 T4

Daca adunam cele doua relatii, se obtine:

MB?+ MD? BD?> MA*>+ MC? AC?

ME?

MF?+ ME? =
+ 2 4 + 2 4
Adica:
AC? + BD?
_MM+WM¥+AKﬂ+MD?_mMEW+MF5+—Q%%——
Ceea ce trebuia sd demonstram. O
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7.2. Probleme propuse

Exercitiul 6.65. ([14]) Fie ABC'D un paralelogram, avind diago-
nala [AC| mai lungd decit diagonala [BD) Se proiecteazi varful C'in E
si I pe dreptele ADB si respectiv AD. Si se demonstreze ci:

AB-AE + AD - AF = AC?.

Exercitiul 6.66. ([17]]) [ntr-un patrulater ABC'D convex ortodia-
gonal (diagonalele sunt perpendiculare), de laturi AB = a, BC' =),
CD = c¢, DA = d, si se demonstreze ci:

a’b?*(a® — b*) + b (b* — &*) + Ad*(* — d?) + d*a*(d* — a*) = 0.

Exercitiul 6.67. ([2]) In trapezul ABCD, intre bazele sale existi
relatian CD = 2AB. Sd se demonstreze cd:

AC? + BD? = BC? + CD? + DA?.

Exercitiul 6.68. ([22]) Un patrulater ABC D are una dintre diago-
nalele sale [BD)| fixd, cealaltid diagonald, [AC, de lungime constantd se
miscd paralel cu o directie datd. Si se gaseascd locul virfurilor A si C' sti-
ind cd suma patratelor lungimilor laturilor patrulaterului este constantd.

Exercitiul 6.69. ([17]) Un trapez ABC D cu diagonalele perpendi-
culare, AC' L BD, are distanta dintre baze egald cu h. Si se demonstreze
o 1 1 1

R + .
h? AC? BD?

Exercitiul 6.70. ([13]) Sd se demonstreze ci in orice trapez ABC'D,

cu bazele [AB] si [C D), are loc relatia:

AC?— BD* DC+ AB

BC? - AD? DC — AB’
Exercitiul 6.71. ([21]) Se di paitratul ABC'D de laturd a. Fie
punctele E € (AB) si ' € (BC), astfel incit EB + BF = a. De-

monstrati ci:

DE EF FD

EB+AB+FB>3\/§'
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CAPITOLUL 7

Probleme. Cerc

1. Definitii, proprietati

1.1. Probleme rezolvate

Exercitiul 7.1. ([13]) Se duc in triunghiul ANABC cercurile de di-
ametre AB si AC. In primul cerc se duce un diametru E'F paralel cu AC
si in al doilea cerc un diametru GH paralel cu AB, punctele F si H sunt
in interiorul unghiului <BAC. Si se demonstreze ci:

a) Al doilea punct de intersectie al celor doud cercuri este pe latura
BC;

b) Punctele A, H, F' sunt coliniare;

¢) Punctele E/, A, G sunt coliniare;

d) Dreapta AF este bisectoarea unghiului <BAC.

Solutie:

a) Notdm cu A si D cele doud puncte de intersectie ale celor
doua cercuri, vezi figura (1).

Din ipoteza cunoastem ca:

m(<ADB) = m(<ADC) = 90°
= m(<ADB) + m(<ADC) = 180°
= B, D, C sunt coliniare.

b) Fie Oy, O, centrele celor doua cercuri. Deducem ca AAO F
este un triunghi isoscel, deci:

<101AF = <IOlFA.
De asemenea, EF || AC, rezulta:

<JAF O, = <FAC

231



FIGURA 1. [24]

ca fiind unghiuri alterne interne. Deducem cd AF este bisectoarea
<BAC.

Analog, se aratd ca AH este bisectoarea <BAC.

Rezulta A, H, F sunt coliniare.

¢) GH este diametrul cercului cu centrul in O,, deducem ca
AH 1 AG, EF este diametrul cercului cu centrul in O;, deducem
ca AF 1 AF.

Rezultd ca E, A, G sunt coliniare.

d) AF bisectoare a unghiului <BAC s-a demonstrat la punctul
b).

Ceea ce trebuia sa demonstram. O

Exercitiul 7.2. ([17]) Intr-un cerc dat se consideri diametrul AB.
Se duc coardele AC si BD care se intersecteazd in interiorul cercului in
punctul P. Sd se arate ci:

AB? = AC - AP + BD - BP.

Solutie:
Fie PE 1 AB, vezi figura (2). Avem:

<JAEP = <ACB
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DC
[/

FIGURA 2. [24]

<PAF = «<BAC
Din asemanarea ANAPE ~ NACB, deducem ca:
AC AB BC
AE AP PE
De asemenea, avem:
<BEP = <ADB

<PBE = <ABD
Din ABPE ~ ANADB, deducem ca:
DB AB AD
EB  PB PE
= AC-AP+ BD - -BP = AB-AE+ AB-EB
AB%* = AC - AP+ BD - BP.
Ceea ce trebuia sa demonstram. O

= AC - AP = AB - AFE

= DP-PB=AB-EB

Exercitiul 7.3. ([22]) Si se demonstreze cd dacd doud coarde egale
ale unui cerc se intersecteazi in punctul M, atunci AM = CM, BM =
DM, punctele A si C fiind de o parte si de alta a diametrului dus prin
M.
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Solutie: Fie cercul de centrul O (vezi figura (3)). Consideram
coardele AB si C'D.

C

<

FIGURA 3. [24]

Se observa cé:
NACB = ANCAD

Astfel, obtinem: AAMC este isoscel. Deducem ca:

[AM] = [CM]
si respectiv
[BM] = [DM]
Ceea ce trebuia sd demonstram. O
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1.2. Probleme propuse

Exercitiul 7.4. ([2]) Fie ABCD un trapez oarecare cu AB || C'D.
Daci R, si Ry sunt razele cercurilor circumscrise triunghiurilor AABC
si AC'DA, existi relatia:

R,  BC
Ry, DA

Exercitiul 7.5. ([15]) La un cerc se duc doud tangente neparalele.
Fie A si B punctele de tangenti cu cercul, C intersectia tangentelor si
AD coarda paraleld cu CB. Si se compare unghiul <DAB cu unghiul

<CAB.

Exercitiul 7.6. ([21]) In cercul C(O,r) construim diametrul [AB]
si coarda [C' D). Notdm cu M mijlocul coardei [C D] si cu E si P picioa-
rele perpendicularelor construite din C, respectiv D pe diametrul [AB].
Demonstrati ci [EM| = [PM].

Exercitiul 7.7. ([17]) Pe un cerc dat C(O, r) se considerd un punct
fix A si un punct mobil M pe cerc. Tangenta la cerc dusi in A intdlneste
dreapta OM in B. Sii se arate ci mediatoarea segmentului [AM] este bi-
sectoarea unghiului <AOM, iar cercul de diametru OB trece prin acelagi
punct D cand M variazd.

Exercitiul 7.8. ([22]) Triunghiul isoscel AOAB are varful O in
centrul unui cerc dat, iar baza [AB] intersecteazi cercul in C si D. Sii se
arate ci: AC = BD.

Exercitiul 7.9. ([20]) Prin punctele de intersectie A si B a doud
cercuri C(O1,11), C(O2,13) se duc secantele arbitrare M AN si PBQ),
M,Q € C(Oy,ry). Si se demonstreze ci: MP || NQ.

Exercitiul 7.10. ([20]) Pe segmentul [AB] se considerd punctul
mobil M si se construiesc cercurile C(O,11), C(Oa,719) de diametre AM
si M B. Una dintre tangentele comune exterioare are punctele de inter-
sectie cu cele doud cercuriin T si T'. Cand punctul M descrie segmentul
[AB], ardtati ci:

a) Locul geometric al punctului {P} = AT N BT";

b) Si se arate cd distanta D de la P la tangenta T'T" este media

armonicd a razelor cercurilor C(Oq,r1) $i C(Og,19) .
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2. Patrulatere inscriptibile

2.1. Probleme rezolvate

Exercitiul 7.11. ([14]) Pe un cerc se iau punctele A, B, C. Din

mijlocul M al arcului AC'B se duce perpendiculara M D pe cea mai mare
dintre coardele [AC si [BC|. Si se arate cd D injumititeste linia frantd
ACB.

Solutie:

!

<7

E

FIGURA 4. [24]

Fie cercul de centrul O, figura (4). Presupunem ca AC > BC,
astfel D € AC. De asemenea, consideram M E 1 BC.

Din ipoteza cunoastem cd M este mijlocul arcului de cerc AC'B,
deducem ca:

[AM| = [BM]
Dar, patrulaterul ABC'M este inscriptibil, astfel:

<DAM = <M BC
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Obtinem cd AADM si AMBE sunt congruente, ele fiind triun-
ghiuri dreptunghice. Deducem ca:

[AD] = [BE]

[IMD)] = [ME]
Obtinem, astfel, congruenta triunghiurilor dreptunghice
AMCD = AMCE, de unde rezults ci [DC] = [CE]. In final:

BC+CD=BC+(CE=BFE=AD.
Ceea ce trebuia sd demonstram. O

Exercitiul 7.12. ([14]) Pe cercul circumscris unui triunghi echila-
teral ANABC se fixeazid un punct M. Si se arate ci lungimea celui mai
mare dintre segmentele [M A, [M B|, [M C| este egali cu suma lungimi-
lor celorlalte doud segmente.

Solutie:

FIGURA 5. [24]

Consideram punctul M pe arcul AC al cercului de centru O, fi-
gura (5). Patrulaterul ABCM este un patrulater inscriptibil, atunci
conform teoremei lui Ptolemeu, obtinem:

BM - AC =AM - BC+ MC - AB
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Dar, din ipotezd cunoastem cd AABC este un triunghi echila-
teral. Astfel, avem: AB = AC = BC. Deducem cé:

BM =AM + MC
Ceea ce trebuia sd demonstram. O

Exercitiul 7.13. ([17]) Intr-un triunghi oarecare AABC' ducem
indaltimea AD. Dintr-un punct E situat pe AD construim cercul de cen-
tru E sice raza AE. Acest cerc intersecteazi dreptele AB si AC respectiv
in F' 51 G. Un alt cerc care trece prin F si G intersecteazd dreptele AB gi
AC respectiv in I si K. Si se arate ci BC' || IK.

Solutie: Patrulaterul / FG K este un patrulater inscriptibil (vezi
tigura (6)).

FIGURA 6. [24]

Deducem ca:
JAFG = <AKI
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JAFG = <GAT

Am considerat ca T'A este tangenta la cercul cu centrul in punc-
tul E. Astfel:
qGAT = AKI

<GAT = ACB
Se obtine congruenta,

<GAT = <ACB = BC || IK

Ceea ce trebuia sd demonstram. O
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2.2. Probleme propuse

Exercitiul 7.14. ([19]) Perpendiculara in A pe bisectoarea AM a
unghiului <A in triunghiul AABC, intersecteazi perpendicularele in B
si C'pe BC in U, respectiv V. Si se arate ci:

a) AM -CV =MU-AC — AU - MC;

b) AM-BU =MV -AB — AV - M B.

Exercitiul 7.15. ([15]) Se considerd ABC D un trapez, AB || CD,
C opus lui A si AM, BM, CP si DP bisectoarele unghiurilor sale. In
plus, AM N DP = {Q}, BM NCP = {N}. Si se demonstreze ci
patrulaterul M N P(Q) este inscriptibil.

Exercitiul 7.16. ([2]) Se di un cerc si coarda AB. Prin mijlocul C
al arcului AB, se duc doud corzi oarecare ce intersecteazi cercul in D i
E, iar coarda AB in F si G. Si se arate cd:

a) ACFG ~ ADCE;

b) patrulaterul DEGF este inscriptibil.

Exercitiul 7.17. ([13]) Se noteazi cu D piciorul bisectoarei interi-
oare a unghiului A pe latura [BC| in AABC si cu E intersectia aceleasi
bisectoare cu cercul circumscris ANABC. Se cere si se demonstreze ci
EB este tangentd la cercul circumscris AABD si EC' tangenti la cercul
circumscris NACE.

Exercitiul 7.18. ([4]) Fie ABC'D un patrulater si I punctul de
intersectie dintre dreptele AC' si BD. Demonstrati ci ABCD este in-
scriptibil dacd i numai dacd:

Al -IC=BI-ID.

Exercitiul 7.19. ([14]) Fie ABC'D un patrulater convex inscrip-
tibil, in care diagonala AC este bisectoare a unghiului <A. Notim M
punctul de intersectie al diagonalelor sale. Daci BC' = 4cm gi AM =
6cm, sd se afle lungimea segmentului [C'M].

Exercitiul 7.20. ([19]) Fie triunghiul oarecare AABC si A', B,
C' picioarele indltimilor duse din A, B, C. Perpendicularele din A’ pe
AC respectiv AB, intersecteazi dreapta B'C" in punctele B”, respectiv
C”. Aritati ca:
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a) B” si C” sunt simetricele punctului A’ fatd de laturile AC' si
respectiv AB;

b) Se considerd punctele arbitrare M € AB si N € AC. Si se
arate cd perimetrul triunghiului AA'B'C’ este mai mic deciit
perimetrul triunghiului A’M N;

¢) Fie I intersectia lui AA" cu B”C”. Si se demonstreze ci:

IB"-IC” =1C"-IB” =1A-1A".
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3. Poligoane regulate
3.1. Probleme rezolvate
Exercitiul 7.21. ([12]) Se considerd un triunghi echilateral AABC,

de laturd I3, inscris intr-un cerc de centru O si razd R. Cunoscand l3 si
R, si se calculeze lungimea indltimii AD, notatd cu as.

Solutie:

FIGURA 7. [24]

Fie AABC echilateral, vezi figura (7), in care considerdm AB =
I3 si respectiv OB = R.

AD este indltime in AABC echilateral. Aplicdim teorema lui
Pitagora in AADB drepunghic in D:

l3V/3
2

AB? = AD?> + BD? = AD =
I3v/3

as =
sau
a3 =

3
i
2
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Ceea ce trebuia sa calculam. O

Exercitiul 7.22. ([4]) Cu centrele in varfurlle unui piatrat ABC'D

de laturdi l,, se traseazi arcele MN NP PQ QM figura (8), unde M,
N, P, Q sunt mijloacele laturilor patratului. Si se calculeze lungimea
liniei curbe inchise obtinute reunind aceste arce.

Solutie:

FIGURA 8. [24]

Lungimea unui arc de cerc de razd R a cdrui mdsurd in grade
este o este egald cu:

R—
~ TR0
Deducem ca:
2 2
L—27Tl—4 %0 +27rl—4-ﬂ+27rl—4-ﬂ+27rl—4 270
2360 2 360 2 360 2 360
L= 27Tl4
Ceea ce trebuia sd demonstram. O

Exercitiul 7.23. ([12]]) Patratului ABCD din figura (3), de latura
ly, 1 se taie vdrfurile astfel incit sid obfinem un octogon regqulat. Si se
calculeze latura octogonului regulat in functie de latura patratului.
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Solutie: Fie patratul ABCD, figura (9), cu lungimea laturii

AB = l;. De asemenea, consideram pentagonul EFGHIJKL cu
lungimea laturii EF = Ig.

A E L D

FIGURA 9. [24]

In triunghiul dreptunghic isoscel AEAF se aplica teorema lui
Pitagora:

EF? = AE® + AF?
. EF <
Astfel, obtinem: AF = —. Deducem ca:

V2
AB = AF + FG + GB
s s

L= — 4+ —
V2t e
2++/2

V2

z4:(1+\/§)58:»z8:1

l4 - lg

Iy
+2

Ceea ce trebuia sa calculam. O
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3.2. Probleme propuse

Exercitiul 7.24. ([15]) Fie AABC un triunghi echilateral inscris

intr-un cerc. [n punctele B si C se duc tangentele la cerc si se noteazi cu
D intersectia lor. Stabiliti natura patrulaterului ABCD.

Exercitiul 7.25. ([2]) Intr-un cerc de razi R se duc razele OA,
OB si OC, astfel incit m(<AOB) = m(<BOC), iar m(<COA) =
120°. Pe aceste raze se iau lungimile OM = ON = OP = RV?2,
obtindndu-se triunghiul echilateral AM N P. Si se arate cd aria AM N P
este echivalentd cu aria hexagonului inscris in cercul cu raza egali cu R.

Exercitiul 7.26. ([20]) Fie ABCDEF un hexagon regulat si P
punctul de intersectie al tangentelor duse la cercul siu circumscris, in
punctele A si C.

a) Sd se demonstreze ci PF trece prin mijlocul laturii [AB];

b) Si se arate ci PF = R\/7, unde R este raza cercului circum-
Scris.

Exercitiul 7.27. ([12]]) Aflati perimetrul figurii (10), dacd raza cer-
cului este de OP = 6cm, iar distanta de la centru la virf este egald cu
0A = 12em.

FIGURA 10. [24]
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Exercitiul 7.28. ([22]) Se considerd un triunghi echilateral ANABC
inscris intr-un cerc gi un punct M mobil pe cerc. Si se demonstreze ci:

MA? + M B? + MC? = constant.
Exercitiul 7.29. ([21]) Se dd pitratul ABC D. Demonstrati ci:
a) Daci M este un punct pe cercul circumscris patratului atunci:
AB+BC+CD+ DA > MA+MB+ MC+ MD

b) Daci N este un punct pe cercul inscris in pdtrat si acest cerc
intersecteazi diagonala [AC] in punctele P gi (), iar diagonala
[BD)] in punctele R si T, atunci:

AC+ BD > NP+ NR+ NQ + NT.

Exercitiul 7.30. ([22]) Si se demonstreze ci apotema pentagonu-
lui requlat este egalil cu semisuma razei cercului circumscris si a laturii
decagonului inscris in acel cerc.
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4. Arii

4.1. Probleme rezolvate

Exercitiul 7.31. ([14]) Se considerd triunghiul ANABC' si cercul
inscris in el de razd r si centru O, care este tangent laturilor triunghiului
in punctele M € AB, N € BC, P € AC. Stiind ci segmentul [AP]
are lungimea r, iar segmentul [PC| are lungimea a, sd se calculeze aria
triunghiului ABMN.

Solutie:

FIGURA 11. [24]

In figura (11), patrulaterul AMOP este patrat, deoarece AM =
AP = r, din ipotezd, iar OM = OP = r, fiind raze in cercul de
centrul O. De asemenea, unghiurile <AMO, <APO si <M AP sunt
unghiuri cu masura de 90°.

Din ipotezd, cunoastem ca:

PC=NC=ua

Daca notam: BM = BN = z, atunci obtinem:

AB=7r+=x
AC=r+a
BC=x2+a
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In triunghiul dreptunghic AABC' aplicim teorema lui Pita-
gora, obtinem:
BC? = AB* + AC?
(x+a)’ = (r+2)"+ (r +a)°
2+ 2ax +a® =1+ 2rw + 2° + 1> + 2ra + a®

TCL—I—T2
=T =

a—TrT

Aria triunghiului AM BN este egala cu:
MB - BN sin(<MBN)

Aypn = 5
2% sin(<MBN)
Appn = 5
2%(r + a)
Aypn = —2(x o)
A
Am utilizat: sin(<MBN) = B—g = ;iz. Astfel, se obtine:
A _ r?(r +a)?
MY 2 —r)(a? )
Ceea ce trebuia sa calculam. O

Exercitiul 7.32. ([22]) Sd se demonstreze ci pitratul construit pe
tangenta comund a cercurilor descrise pe catetele unui triunghi dreptun-
ghic, ca diametre, este echivalent cu triunghiul dat.

Solutie:

In figura (12), notdim lungimile laturilor AABC cu AB = ¢,
BC = asi AC = b. Cercurile de diametre [AB], respectiv [AC] au
centrele in O,, respectiv O,. Tangenta comuna a cercurilor inter-
secteazd cercul de diametru [AB] in D si cercul de diametru [AC]
in E.

Se considera o paraleld la DE care trece prin O, si intersec-
teaza O, F In H (acest caz corespunde situatiei in care AB < AC).

In triunghiul dreptunghic AO; HO, aplicim teorema lui Pitagora:
01H2 + 02H2 == 0105
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FIGURA 12. [24]

dar,
01 02 -

|2

b—rc

02H - 02E - 01D - 2

Astfel, deducem ca:
o= (5~ (*5)
- o= (3)"- (45°)
- oe=(5)' - (5) +2(5) - ()

éDW:@
2
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In concluzie, aria patratului DEFG este egali cu aria triunghiului
AABC.
Ceea ce trebuia sd ardtam. U

Exercitiul 7.33. ([14]) Intr-un patrulater convex diagonalele au
lungimile egale cu m gi n. Sd se calculeze aria patrulaterului, stiind
cd segmentele care unesc mijloacele laturilor opuse ale acestuia au aceeagi
lungime.

Solutie: Consideram patrulaterul convex ABC'D. Din ipoteza
cunoastem ca AC' = m si respectiv BD = n, de asemenea punctele
E, F, G, H sunt mijloacele laturilor patrulaterului ABCD, figura
(13).

FIGURA 13. [24]

In triunghiul AABD segmentul [H E| este linie mijlocie, astfel:

HE | BD
ne =22
2
In triunghiul ABDC segmentul [FG] este linie mijlocie, astfel:
FG | BD
BD
FG ===
¢ 2
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Deci segmentele [H E] si [F'G] sunt paralele si congruente.
In triunghiul A ABC segmentul [EF] este linie mijlocie, astfel:

EF | AC
In triunghiul AADC segmentul [HG] este linie mijlocie, astfel:
HG || AC
AC
He="y

Deci segmentele [EF] si [HG] sunt paralele si congruente. Dedu-
cem cd patrulaterul EF'GH este paralelogram.

Din ipotezd cunoastem ca [EG] = [H F, rezultd ca patrulate-
rul EFGH este dreptunghi. Deci, patrulaterul ABC'D este ortodia-
gonal. Aria patrulaterului ABCD este egala cu:

AC - BD
Asapecp = ———
2
m -n
Aspep = 5
Ceea ce trebuia sa calculam. O
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4.2. Probleme propuse

Exercitiul 7.34. ([22]) Si se demonstreze cd daci a, b, ¢ sunt lun-
gimile laturilor triunghiului AABC, R raza cercului circumscris, S aria
triunghiului, atunci:

abe
S = B

Exercitiul 7.35. ([22]) Sdi se demonstreze cd daci a, b, ¢ sunt lun-
gimile laturilor triunghiului AABC, r raza cercului inscris, S aria tri-
unghiului, atunci:

S =pr
a+b+c
—

Exercitiul 7.36. ([14]) Si se arate ci intr-un triunghi dreptunghic
are loc inegalitatea:

unde p =

R>r(14+V?2)

unde: R raza cercului circumscris triunghiului si r raza cercului inscris
triunghiului.

Exercitiul 7.37. ([17]) Un trapez are lungimea bazei mari egald cu
a si lungimea bazei mici egald cu b.
a) Sa se determine lungimea segmentului paralel cu bazele si care
imparte trapezul in doud parti avand ariile egale.

b) Si se calculeze aria trapezului, stiind cd indltimea trapezului este
media geometricd intre cele doud baze.

Exercitiul 7.38. ([2]) Se di dreptunghiul ABCD. Bisectoarea un-
ghiului <B intersecteazid C'D in punctul E. Se prelungeste EB cu
BF = 2EB. Dreapta FD intersecteazd AB in M. Sd se calculeze,
in functie de laturile dreptunghiului:

a) Aria triunghiului ADEF, in functie de ariile dreptunghiului si

a pitratului construit pe latura BC.
b) Distanta de la punctul E la DF si distanta de la punctul M la
EF.
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Exercitiul 7.39. ([14]) Trapezul ABCD are bazele AD si BC, iar
latura AB este perpendicularii pe baze. [n trapez este inscris un cerc de
centru O. Se cere aria trapezului. Se cunosc OC = a $i OD = b.

Exercitiul 7.40. ([2]) Se da trapezul ABCD cu baza mici AB =
3 si indltimea h = 4. Pe laturile neparalele AD si BC se constru-
iesc pitratele ADMN si BCPQ, in afara trapezului. Cunoastem ci
ctg(<ADC) = /3 si ctg(<DCB) = 2v/2. Sii se calculeze ariile pi-
tratelor ADM N si BC PQ.
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